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Abstract	
This	 report	 concludes	 the	 programme	 in	 mathematics	 counselling	 at	 Roskilde	 University.	 Through	
three	projects,	each	with	a	different	mathematical	focus,	the	report	illustrates	and	examines	the	three	
stages	 of	 counselling:	 identification,	 diagnosis	 and	 intervention.	 In	 each	 project,	 we	 use	 a	 specially	
designed	test	by	Mogens	Niss	and	Uffe	Jankvist	to	help	identify	students	with	learning	problems.	The	
test	results	also	work	as	the	starting	point	for	diagnosing	each	student.	Hereafter	different	paths	are	
chosen	to	help	the	students	overcome	their	learning	problems.	
The	topic	for	the	first	project	is	concepts	and	their	creation,	and	the	mathematical	focus	is	algebra.	An	
analysis	of	the	test	results	show	that	problems	with	equation‐solving	serves	as	a	marker	for	general	
problems	 in	 algebra,	 and	 therefore	 the	empirical	 emphasis	has	been	placed	 in	 this	area.	 In	order	 to	
diagnose	the	specific	 learning	problems	of	the	students,	more	tests	and	interviews	are	needed.	After	
several	discussions	with	the	identified	students	about	mathematical	problems,	developed	on	basis	of	
the	diagnosis,	an	evaluating	test	indicates	that	dialogue	as	a	way	of	counselling	can	lead	to	building‐up	
or	activating	the	concept	images	of	the	students	that	improves	their	understanding	and	use	of	methods	
in	 algebra.	 The	 test	 results	 do	 not	 provide	 evidence	 to	 conclude	 that	 students	without	 problems	 in	
algebra	 mainly	 choose	 mathematics	 at	 an	 A‐level	 (the	 higher	 level),	 while	 students	 with	 major	
problems	 in	 this	 area	 choose	 it	 at	 a	B‐level.	Therefore,	 there	 is	no	basis	 for	organizing	 the	 teaching	
differently	due	to	this	aspect.	On	the	other	hand,	the	test	results	show	the	tendency	that	girls	do	less	
well	than	boys	in	algebra	at	the	beginning	of	the	HTX	program.	
In	 the	 second	 project	 we	 investigate	 different	 aspects	 about	mathematical	 reasoning	 and	 proof.	 In	
order	not	 to	 let	algebra	overshadow	the	 learning	difficulties	 in	 this	 field,	we	use	mainly	geometrical	
arguments.	It	is	shown	that	the	identified	students	have	proof	schemes	on	the	two	lowest	taxonomical	
levels,	 i.e.	 external	 conviction	 proof	 schemes	 and	 empirical	 proof	 schemes.	 We	 cannot	 show	 any	
connection	between	the	students’	beliefs	and	their	learning	problems.	However	we	use	the	beliefs	of	
the	 entire	 class	 to	 decide	 that	 group	 work	 is	 a	 possible	 way	 of	 intervention.	 Through	 creation	 of	
didactical	situations	and	internalisation	we	conclude	that	the	sociomathematical	norms	and	learning	
opportunities	arising	from	the	class‐based	intervention	helps	the	identified	students	overcome	several	
of	their	learning	problems.	
Finally,	we	 examine	 students’	 difficulties	 in	modelling	 in	 the	 third	project.	 Instead	 of	 projecting	 our	
own	ways	of	explaining	how	to	model,	 some	excellent	 students	are	 interviewed	and	 their	 strategies	
are	successfully	passed	on	to	the	students	identified	with	learning	problems.	The	intervention	is	again	
a	combination	of	counselling	dialogue	and	a	class‐based	intervention	with	focus	on	pre‐mathematizing	
and	mathematizing.		
On	basis	of	 our	 research	 in	 the	 three	projects	we	conclude	 that	a	 test	 (in	 combination	with	 teacher	
observations)	is	a	good	way	of	identifying	students	with	learning	problems.	To	diagnose	the	origin	of	
those	 problems,	 interviews	 and	 possibly	 extra	 tests	 are	 needed.	 Counselling	 conversations	 about	
problems	designed	to	suit	 the	student’s	specific	needs	work	well	as	an	 intervention,	and	this	can	be	
even	more	 successful	 if	 combined	with	 class‐based	 intervention	 creating	 sociomathematical	 norms	
among	 the	 students.	 This,	 however,	 is	 not	 always	 possible,	 and	 then	 the	 counselling	 can	 be	
complemented	with	Internet	resources	as	exercises	and	videos	and	specially	developed	materials.	
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Indledning	
Den	stadigt	voksende	elevfrekvens	på	de	gymnasiale	uddannelser	har	betydet,	at	flere	og	flere	
elever	oplever	vanskeligheder.	Læsning	og	skrivning	er	discipliner,	der	indgår	i	alle	fag,	og	
som	mange	elever	har	problemer	med.	Derfor	oprettede	man	allerede	fra	1980’erne	de	første	
læsevejlederuddannelser	med	det	formål	at	uddanne	personer,	som	bl.a.	kan	identificere	
læsesvage	elever,	diagnosticere	hvori	deres	vanskeligheder	ligger	og	intervenere	gennem	
vejledning.	I	dag	er	uddannelsen	af	læsevejledere	til	gymnasiet	fortrinsvis	i	UC‐regi,	og	på	de	
fleste	gymnasieskoler	findes	der	i	dag	2‐3	læsevejledere.		
I	den	gymnasiale	fagrække	indgår	flere	matematikholdige	fag.	Udover	matematikfaget	selv,	
kan	nævnes	de	naturvidenskabelige	fag,	samfundsfag	og	teknologi/teknikfag	(på	htx).	Det	har	
derfor	mange	følgevirkninger,	når	eleverne	har	problemer	med	matematik.	I	efteråret	2012	
udbød	Institut	for	Natur,	Systemer	og	Modeller	på	Roskilde	Universitet	derfor	en	
matematikvejlederuddannelse	med	det	formål	at	uddanne	personer,	der	kan	hjælpe	
matematiksvage	elever	i	gymnasiet.	Elever,	der	har	problemer	på	nogle	specielle	områder,	
som	de	igen	og	igen	falder	over	–	snublesten,	og	som	forhindre	dem	i	at	lære	ny	matematik	
eller	et	andet	matematikholdigt	fag.	Denne	rapport	beskriver,	hvorledes	vi	gennem	
matematikvejlederuddannelsen	er	blevet	klogere	på,	hvor	snublestenene	ligger,	og	hvordan	
man	kan	hjælpe	eleverne	med	at	fjerne	dem.	
Vi	starter	med	at	se	nærmere	på	hvad	en	snublesten	kan	være.	Vi	har	undersøgt	konkrete	
snublesten	igennem	tre	miniprojekter,	DEL	1,	DEL	2	og	DEL	3	i	nærværende	rapport.	
Væsentlige	resultater	og	refleksioner	over	arbejdet	med	disse	miniprojekter,	vil	blive	trukket	
frem	og	beskrevet	her.	Derefter	følger	en	redegørelse	af,	hvordan	vi	gennem	
vejlederuddannelsen	har	opbygget	værktøjer	til	at	fungere	som	matematikvejledere,	og	
hvordan	vi	forestiller	os	at	skulle	fungere	på	skolen.	Endelig	sluttes	der	af	med	en	beskrivelse	
af	de	didaktiske	konsekvenser	uddannelsen	har	haft	for	vores	egen	undervisning.	
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Snublesten		
Gennem	uddannelsen	har	vi	læst	mange	matematikdidaktiske	artikler	om	elevers	
læringsvanskeligheder.	Problemerne	er	velbeskrevne,	og	mange	af	dem	genkender	vi	fra	vore	
egne	elever.	Til	gengæld	finder	vi	ikke	så	mange	anvisninger	på,	hvordan	vanskelighederne	
kan	afhjælpes.	En	stor	del	af	det	arbejde	vi	har	udført	i	forbindelse	med	de	tre	miniprojekter	
har	derfor	været	undersøgelser	af,	hvilke	metoder	man	kan	anvende,	og	hvor	effektive	de	er.		
Det	mest	overraskende	har	været	opdagelsen	af	alle	de	snublesten	vi	ikke	tidligere	har	
bemærket.	Som	lærer	finder	man	hurtigt	ud	af,	hvilke	elever,	der	har	vanskeligt	ved	
matematik.	Men	det	er	de	færreste	lærere,	der	har	forudsætningerne	(erkendelsesmæssige,	
didaktiske	eller	faglige)	for	at	dykke	ned	og	finde	ud	af,	hvad	der	virkelig	er	på	spil,	når	elever	
har	læringsvanskeligheder.	I	en	presset	undervisningssituation,	stiller	man	sig	ofte	tilfreds	
med,	at	eleven	nikker	samtykkende	som	svar	på	et	spørgsmål,	og	man	undres	når	eleven	
stiller	et	helt	tilsvarende	spørgsmål	i	den	efterfølgende	time.	Man	ved	godt,	at	noget	er	galt,	
men	hvad?	Her	har	de	vejledningssamtaler	vi	har	haft	og	efterfølgende	transskriberet,	
sammenholdt	med	litteratur	om	matematiklæring	og	–forståelse,	givet	os	en	indsigt,	eller	
måske	rettere	fligen	af	en	indsigt,	i	antallet	og	arten	af	de	steder,	det	kan	gå	galt.	
Som	eksempler	på	snublesten	vi	har	beskæftiget	os	med	gennem	uddannelsen	er:	
	
- Talforståelse	
hele	tal,	brøker	og	reelle	tal,	største	og	mindste	tal	
- Algebra		
brøker,	løsning	(både	som	proces	og	produkt)	af	ligninger	og	uligheder,	overgang	fra	
summer	til	produkter	og	fra	produkter	til	potenser,	parenteser	
- Funktioner	
variable,	samhørende	værdier,	graf,	forskrift	og	sammenhæng	med	ligninger	og	løsning	
af	ligninger	
- Ræsonnementer	og	bevisførelse	
opbygning	vha.	argumenter,	generaliseringer,	modsætning	til	eksempel,	modeksempel	
- Modellering	
præmatematisering	og	matematisering.	
	
Nedenstående	elevbesvarelse	viser	flere	eksempler	på	snublesten.	Eksemplet	er	hentet	fra	
DEL	1	og	kommer	fra	elevens	sidste	vejledningssamtale.	Man	ser	at	brugen	af	matematiske	
symboler	og	konventioner	volder	store	vanskeligheder	og	resulterer	i	problemer	med	
ligningsløsning.	Eleven	ved,	at	når	man	skal	løse	ligningen,	er	det	den	ubekendte,	s,	der	skal	
isoleres,	men	vejen	dertil	er	brolagt	med	snublesten!	Eleven	ved	ikke	hvordan	en	variabel	
ganget	med	et	tal	skal	forstås,	han	kan	ikke	dividere,	når	der	indgår	symboler.	Endelig	viser	
eleven	ingen	forståelse	for	begrebet	løsning	ved	at	indsætte	resultatet	som	et	tjek.		
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Miniprojekterne	
Emner	
Hver	af	vejlederuddannelsens	tre	semestre	har	resulteret	i	et	miniprojekt,	hvor	vi	gennem	
brug	af	litteratur	og	indsamlet	empiri	har	belyst	de	tre	emner:	
	
- Begreber	og	begrebsdannelse	i	matematik	
- Ræsonnementer	og	bevisførelse	i	matematik	
- Modeller	og	modellering	i	matematik.	
	
Emnerne	virker	umiddelbart	meget	forskellige.	Begrebsdannelsen	er	noget	fundamentalt,	
brug	af	ræsonnementer	meget	abstrakt	og	”ren”,	mens	modellering	er	konkret	og	
anvendelsesorienteret.	Imidlertid	viser	det	sig,	når	man	dykker	ned	i	områderne,	at	de	væver	
sig	ind	i	hinanden	og	på	flere	områder	indeholder	de	samme	problemstillinger,	der	giver	sig	
udtryk	i	tilsvarende	læringsvanskeligheder.		
Før	vi	gik	i	gang	med	problemformulering	og	empiriindsamling,	satte	vi	os	ind	i	noget	af	den	
litteratur,	der	findes	om	det	aktuelle	område.	Om	begrebsdannelsen	hentede	vi	primært	hjælp	
hos	Tall	&	Vinner	(1981),	Skemp	(1976)	og	Sfard	(1991).	Om	ræsonnementer	og	bevisførelse	
benyttede	vi	derudover	især	Harel	&	Sowder	(2007a	og	2007b),	Schoenfeld	(1989)	og	Yackel	
&	Cobb	(1996).	Om	emnet	modellering	blev	artikler	af	M.	Niss	(2007	og	2010)	tilføjet.	I	alle	tre	
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miniprojekter	lænede	vi	os	endvidere	op	af	en	artikel	om	algebralæring	af	Kieran	(2007),	og	
den	model	hun	beskriver	her.	Dette	vender	vi	tilbage	til	i	afsnittet	om	GTG‐modellen.	Vi	
oplevede	altså,	at	den	litteratur	vi	havde	benyttet	til	at	belyse	et	tidligere	emne,	også	var	
brugbar	til	at	forklare	læringsvanskeligheder	inden	for	de	efterfølgende	emner,	hvilket	giver	
en	god	progression	i	projekterne	og	er	med	til	at	binde	dem	sammen.	
Detektionstesten	
Et	vilkår	for	hvert	miniprojekt	var	detektionstesten.	Inden	for	hvert	område	var	der	udviklet	
en	detektionstest1,	som	skulle	hjælpe	os	med	at	identificere	elever	med	så	store	
læringsvanskeligheder,	at	det	burde	give	anledning	til	vejledning.	Vi	valgte	endvidere	at	
anvende	elevernes	testresultater	som	udgangspunkt	for	en	diagnosticering	af	disse	
læringsvanskeligheder.	
At	de	tre	tests	er	meget	forskellige	følger	naturligt	af,	at	de	skal	teste	3	meget	forskellige	ting.	
Lige	som	vi	studerende	har	udviklet	os	undervejs	og	er	blevet	klogere,	mener	vi	også	at	de	tre	
tests	er	blevet	bedre	fra	projekt	til	projekt.	Således	var	vores	væsentligste	kritikpunkter	af	
den	første	test,	at	de	fleste	spørgsmål	var	multiple	choice	opgaver	med	kun	to	mulige	svar.	
Man	kunne	altså	blot	ved	at	gætte,	forvente	mange	rigtige	svar,	selvom	eleven	ikke	havde	
nogen	forståelse	af	spørgsmålet.	Der	var	også	kun	en	enkelt	repræsentationsform	tilstede,	
nemlig	den	symbolske,	og	vores	undersøgelser	viser,	at	netop	denne	volder	eleverne	særlig	
mange	problemer.	I	testen	om	ræsonnementer	og	bevisførelse	var	der	indført	flere	
svarmuligheder,	og	eleverne	blev	bedt	om	at	begrunde	deres	svar.	Tre	af	opgaverne	var	
endvidere	illustreret	med	figurer.	Til	slut	kom	testen	om	modellering,	hvor	de	fleste	
spørgsmål	var	åbne,	og	hvor	flere	repræsentationer	kom	i	spil.	En	del	opgaver	var	illustreret.	
Hver	test	var	designet,	så	man	i	opgaverne	kom	godt	rundt	i	emnet	og	fik	testet	eleverne	i	
forhold	til	mange	af	de	snublesten,	der	kendes	fra	litteraturen.	Overordnet	set	var	vi	tilfredse	
med	de	tre	test,	og	vi	ville	bestemt	ikke	selv	have	været	i	stand	til	at	designe	så	alsidige	tests.		
Efter	at	have	arbejdet	med	elevernes	besvarelse	af	de	tre	tests,	har	vi	flere	forslag	til	
justeringer,	så	man	måske	i	mindre	grad	tester	andre	ting,	end	det	man	forventer	at	teste,	fx	
elevernes	læseforståelse	eller	symbolbehandlingskompetence,	når	det	er	deres	evne	til	at	
ræsonnere	eller	opstille	en	model,	man	søger	viden	om.	Vi	klar	over,	at	når	kompleksiteten	i	
en	test	vokser	og	opgaverne	bliver	mere	åbne,	bliver	den	vanskeligere	at	bedømme	objektivt	
og	muligheden	for	at	gøre	den	elektronisk	og	selvrettende	forsvinder.	Vi	ved,	at	man	i	
Frankrig2	har	arbejdet	med	en	selvrettende	test	af	begrebsforståelse	med	relativt	få	opgaver,	
og	det	vil	være	meget	relevant	at	se	nærmere	på	denne	test	i	det	videre	arbejde.		
Problemformuleringerne	
Som	nævnt	ovenfor	har	der	været	en	progression	i	kompleksiteten	i	de	områder,	vi	har	
arbejdet	med	i	rapporterne.	Dette	afspejler	sig	også	i	vores	problemformuleringer,	der	nok	
har	ændret	sig	gennem	uddannelsen,	men	i	alle	tre	projekter	kredser	om	det	samme	emne:	
																																																								
1	Af	Mogens	Niss	og	Uffe	Janskvist	
2	Brigitte	Grugeon‐Allys	et	al	(2012)	
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hvordan	tilrettelægger	vi	det	bedst	mulige	interventionsforløb,	så	vi	kan	hjælpe	eleverne	med	
at	overvinde	deres	læringsvanskeligheder?		
Som	nystartede	på	uddannelsen	havde	vi	ikke	den	store	erfaring	med	udførelsen	af	et	
matematikdidaktisk	projekt,	og	derfor	valgte	vi	første	projekt	at	undersøge	tre	helt	forskellige	
ting:	har	elevernes	læringsforudsætninger	i	matematik	betydning	for	deres	valg	af	
studieretning	mht.	matematikniveau?	har	elevens	køn	betydning	for	forekomsten	af	
læringsvanskeligheder?	og	er	vejledningssamtaler	en	god	måde	at	intervenere	på?		
I	andet	projekt	blev	vi	mere	fokuserede	og	indsnævrede	undersøgelserne	til	at	omfatte	de	
læringsvanskeligheder,	vi	så	hos	eleverne.	Kunne	disse	vanskeligheder	forklares	vha.	
elevernes	matematikforestillinger	og	deres	bevisskemaer?	For	at	udvide	arten	af	
interventionsaktiviteter	prøvede	vi	også	at	involvere	de	identificerede	elevers	
klassekammerater	gennem	et	undervisningsforløb.	Udviklingen	af	forløbet	byggede	på	de	
erfaringer,	vi	havde	i	første	projekt,	hvor	det	var	tydeligt,	at	algebra	var	en	fremtrædende	
snublesten.	Vi	valgte	derfor	så	vidt	muligt	at	undgå	algebratunge	opgaver.	Igennem	brug	af	en	
klassebaseret	intervention	undersøgte	vi,	om	de	opståede	sociomatematiske	normer,	kunne	
fjerne	nogle	af	elevernes	læringsvanskeligheder.		
I	tredje	projekt	arbejdede	vi	videre	med	de	gode	erfaringer	med	såvel	samtaler	som	
klasserumsintervention.	Vi	havde	set,	at	klasserumsinterventionen	fungerede	godt	i	
forbindelse	med	forståelsen	og	brugen	af	matematiske	ræsonnementer	og	bevisførelse.	Men	
var	det	også	en	god	måde	at	hjælpe	elever,	der	har	svært	ved	at	modellere?	Dette	er	ikke	
nogen	selvfølge,	for	i	modellering	indgår	mange	flere	forskellige	delprocesser	end	i	
bevisførelse.	I	de	foregående	projekter	byggede	vejledningssamtalerne	på	vores	erfaringer,	og	
hvad	vi	mente	kunne	hjælpe	eleverne.	I	dette	projekt	valgte	vi	at	søge	hjælp	hos	nogle	af	
elevernes	klassekammerater,	der	var	gode	til	at	modellere.	Med	andre	ord:	kan	dygtige	
elevers	modelleringsstrategier	hjælpe	de	svage	elever	med	at	overvinde	nogle	af	deres	
læringsvanskeligheder?	
Metoder	
De	metoder	der	er	anvendt	til	at	besvare	problemformuleringerne	går	igen	i	de	tre	rapporter,	
men	har	naturligvis	udviklet	sig	undervejs.	Vores	udgangspunkt	har	været	resultaterne	af	den	
tidligere	beskrevne	detektionstest.	I	DEL	1	testede	vi	163	elever	fra	7	klasser,	for	at	have	det	
bedst	mulige	udgangspunkt	for	at	besvare	spørgsmålene	om	sammenhængen	mellem	
elevernes	læringsvanskeligheder	og	deres	køn	og	valg	af	studieretning.	Dette	behov	havde	vi	
ikke	i	DEL	2,	så	her	testede	vi	kun	vores	egne	”observationsklasser”,	dvs.	54	elever	fra	to	
klasser.	I	DEL	3	havde	vi	brug	for	at	identificere	nogle	dygtige	elever,	og	derfor	udvidede	vi	
atter	testfeltet	til	at	omfatte	141	elever	fra	6	klasser.		
Testresultaterne	gav	os	mange	informationer:	hvilke	områder	gav	anledning	til	de	største	
snublesten?	Hvilke	elever	kunne	identificeres	med	læringsvanskeligheder?	Hvilke	
opgavetyper	skulle	vi	arbejde	videre	med?	og	endelig	tog	vores	diagnosticeringssamtaler	hver	
gang	udgangspunkt	i	elevernes	testresultater.		
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I	forbindelse	med	identifikationen	forsøgte	vi	hver	gang,	at	forudidentificere	elever,	som	vi	
mente	ville	have	problemer	med	testen	på	grund	af	læringsvanskeligheder.	Her	observerede	
vi,	at	det	ikke	var	alle	elever	med	potentielle	problemer,	vi	opdagede	i	den	daglige	
undervisning	og	på	baggrund	af	deres	skriftlige	opgaver.	Omvendt	var	der	elever,	som	vi	
forventede	ville	klare	sig	dårligt,	der	opnåede	pæne	resultater	i	testen.	Det	var	derfor	tydeligt,	
at	en	kombination	af	testen	og	lærerobservationer	gav	den	bedste	identifikation.	Vi	forsøgte	
også	at	forudsige,	hvilke	svar	eleverne	ville	komme	med,	og	dermed	hvor	de	potentielle	
vanskeligheder	lå.	Men	her	måtte	vi	erkende,	at	vores	forudsigelser	ikke	altid	var	lige	gode.	
Sommetider	lå	problemerne	nogle	helt	andre	steder,	end	vi	forestillede	os,	og	der	var	mange	
flere	af	dem!	
Hvor	vi	i	første	projekt	nok	fik	opstillet	diagnoser	for	de	identificerede	elever,	var	det	først	i	
andet	og	tredje	projekt,	at	vi	opstillede	mål	for	eleverne	og	kriterier	for	interventionens	
succes.	Det	blev	også	mere	og	mere	tydeligt,	hvordan	vi	kunne	udnyttet	den	didaktiske	
litteratur	til	at	give	eleverne	en	præcis	diagnose.	Elevernes	testresultater	fungerede	godt	som	
udgangspunkt	for	en	diagnosticering.	For	at	undersøge	hver	identificeret	elevs	særlige	
læringsvanskeligheder,	bad	vi	dem	uddybe	deres	besvarelse	af	udvalgte	opgaver,	og	dialogen	
kom	samtidig	til	at	fungere	som	en	første	intervention.		
Udgangspunktet	for	interventionssamtalerne	i	første	projekt	var	opgaver,	lavet	ud	fra	
kendskabet	til	de	identificerede	elevers	læringsvanskeligheder	(se	bilag	3).	I	andet	og	tredje	
projekt,	lavede	vi	ikke	blot	opgaver	til	de	identificerede	elever,	men	til	hele	klassen.	
Matematiseringsforløbet	i	DEL	3	bestod	af	en	række	opgaver,	hvorimod	vi	DEL	2	udviklede	
materiale	til	et	helt	forløb	(bilag	11)	bestående	af	teori,	eksempler	og	opgaver.	At	inddrage	
klassebaseret	intervention	er	ikke	uproblematisk	i	forhold	til	vores	kommende	rolle	som	
matematikvejleder.	Det	er	langt	fra	sikkert,	at	vores	kolleger	ønsker	at	indgå	i	den	type	
samarbejde.	Dette	vender	vi	tilbage	til	i	afsnittet	om	Matematikvejledningen.	Når	vi	alligevel	
valgte	at	anvende	denne	metode	i	vores	projekt,	skyldtes	det,	at	vi	her	havde	en	god	mulighed	
for	at	afprøve,	hvordan	udviklingen	af	sociomatematiske	normer	påvirker	eleverne	og	kan	
medvirke	til	at	afhjælpe	læringsvanskeligheder.	
Endelig	anvendte	vi	forskellige	metoder	til	at	evaluere	de	forskellige	typer	interventioners	
succes.	I	de	første	to	projekter	bestod	evalueringen	i	en	test	med	opgaver	af	samme	type	som	
eleverne	havde	arbejdet	med	i	vejledningsforløbet.	I	DEL3	lavede	eleverne	nogle	opgaver,	som	
de	sammen	redegjorde	for	i	en	fællesdiskussion,	efterfulgt	af	en	mundtlig	evaluering	af	deres	
egen	oplevelse	af	vejledningen.	Denne	type	evaluering	er	mere	subjektiv	end	en	test,	men	
giver	samtidig	flere	informationer	om	udbyttet.	Det	var	ligeledes	arten	af	emnet,	der	fik	os	til	
at	vælge	denne	evalueringsform.	Modellering	vil	i	skolesammenhæng	typisk	foregå	i	
samarbejde	med	andre.	
Ovenstående	afsnit	viser,	at	der	er	en	tydelig	udvikling	i	problemformuleringerne	mellem	
hver	del,	og	en	tilhørende	tæt	sammenhæng	mellem	problemformulering,	design	af	
undersøgelser	og	anvendelse	af	metoder,	der	fører	til	de	opnåede	resultater.	
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En	ramme	for	algebraisk	aktivitet	
Det	blev	hurtigt	tydeligt,	at	algebra	er	en	kilde	til	mange	snublesten,	og	derfor	må	være	et	
fokuspunkt	for	(al)	matematikvejledning.	Som	en	fælles	ramme	for	opbygning	og	anvendelse	
af	de	opgaver,	der	benyttes	gennem	de	tre	dele,	har	vi	derfor	valgt	at	anvende	GTG‐modellen	
(Kieran,	2007),	der	er	illustreret	herunder.	GTG‐modellen	har	endvidere	den	fordel,	at	dens	
beskrivelse	også	passer	på	den	måde	man	arbejder	med	algebra	i	grundskolen,	og	den	bliver	
derfor	det	bånd,	der	ikke	blot	binder	de	tre	dele	i	denne	rapport	sammen,	men	også	forbinder	
grundskolens	og	gymnasiets	matematikundervisning	(indenfor	algebra).	
	
	
GTG‐modellen	
Transformationelle	aktiviteter	er	regelbaserede	og	træner	den	teknik,	der	skaber	resultater,	fx	
	
- regning	med	parenteser,	faktorisering,	forkortelse	etc.	
- symbolmanipulationer	
	
endvidere	indeholder	de	en	erkendelsesdel.	
Generationelle	aktiviteter	omfatter	opstilling	af	udtryk	fx	algebraiske	objekter	som	
	
- ligninger,	der	indeholder	en	ubekendt,	som	repræsenterer	det,	der	skal	bestemmes,	
- generelle	udtryk,	der	beskriver	geometriske	strukturer		
- generelle	udtryk	om	talfølger	og	regler	for	forhold	mellem	tal.	
	
Aktiviterer	på	global/meta‐niveau	medtager	kontekst	og	motivation	fx	
	
- løsning	af	kontekstopgaver	
- modellering	
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Vi	har	primært	benyttet	de	transformationelle	opgaver	i	DEL	1	som	fx	denne	opgave	fra	den	
uddybende	test	(bilag	4),	som	vi	allerede	har	kigget	på	i	afsnittet	”Snublesten”:	
	
Opgave	1	
”Løs	ligningen	 ”	
	
I	DEL	2	benyttede	vi	fortrinsvis	de	generationelle	opgaver,	her	eksemplificeret	ved	
nedenstående	opgave	fra	den	afsluttende	test	(se	bilag	12):	
	
Opgave	10		
 udregn	summen	af	de	2	første	ulige	tal	dvs.	1	+	3	
 udregn	summen	af	de	3	første	ulige	tal	
 udregn	summen	af	de	4	første	ulige	tal	
 udregn	summen	af	de	5	første	ulige	tal	
Se	på	resultaterne	af	de	udregnede	summer.	Der	er	tale	om	en	særlig	type	tal.	Hvilken	type?		
Opskriv	en	sætning,	der	generaliserer	det,	du	har	opdaget.	
Har	du	allerede	nu	vist	sætningen?		eller	har	du	en	idé	til,	hvordan	man	kan	vise	den?	
	
Endelig	var	det	primært	opgaver	på	global/meta‐niveau,	der	blev	anvendt	i	DEL	3	i	arbejdet	
med	modellering.	Et	eksempel	fra	matematiseringsforløbet	ses	her:	
	
Opgave	2	
	Hvor	meget	var	den	årlige	affaldsproduktion	i	2007?	
Hvor	stor	var	væksten	i	affaldsproduktion	i	2004	og	i	2007?	
	
Benyttelsen	af	GTG‐modellen	har	hjulpet	os	med	at	se,	hvad	eleverne	bruger	algebra	til,	og	
hvori	deres	læringsvanskeligheder	består.	Desuden	har	den	været	et	nyttigt	redskab	i	
udviklingen	af	opgaver	og	til	at	give	os	et	præcist	sprog	til	at	tale	om	læringsvanskeligheder.	
	
I	undersøgelserne	i	de	tre	projekter	kunne	vi	have	valgt	at	beskæftige	os	med	mange	andre	
aspekter	af	undervisning	og	vejledning.	Det	kunne	have	været	interessant	at	dykke	ned	i	et	
mindre	område,	fx	brøker	og	division,	som	vi	ved,	volder	store	problemer,	og	vi	kunne	have	
valgt	at	fokusere	på	en	enkelt	elev	fra	starten	og	beskrive	vedkommendes	udvikling.	
Imidlertid	mener	vi,	at	den	anvendte	tilgang	har	større	værdi	for	den	kommende	
matematikvejledning	på	vores	skoler,	idet	den	inddrager	et	større	empirigrundlag	(flere	
identificerede	elever	og	en	hel	klasse),	som	er	grundigt	undersøgt.		
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Findings	
Det	har	vist	sig,	at	flere	elever	har	langt	større	læringsvanskeligheder	end	den	daglige	
undervisninger	giver	udtryk	for.	Vores	nyerhvervede	kompetencer	fra	vejlederuddannelse	
har	gjort	det	muligt	for	os	at	gennemskue,	at	mange	elever	stadig	befinder	sig	på	
grundskoleniveau.	
	
Der	er	meget	store	forskelle	på	elevernes	faglige	niveau,	afhængige	af	hvor	de	kommer	fra.	
Her	eksemplificeret	ved	Ishøj	og	Odense.	
	
Elev	A	har	vist	at	matematikvejledning	kan	ændre	en	elevs	matematikforstillinger.	
Disse	ændringer	har	givet	sig	udslag	i	at	elev	er	blevet	mere	åben	og	klar	til	vejledning,	så	man	
ved	hver	vejledningsrunde	har	kunne	starte	på	et	højere	niveau.	I	starten	var	der	elever,	man	
ikke	kunne	sætte	hende	sammen	med	i	vejledningen,	men	til	sidst	var	det	matematiklæringen	
der	var	det	primære.	Hun	foreslog	selv,	at	elev	I,	som	tidligere	deltog	i	vejledningen,	atter	
skulle	med	i	en	fælles	vejledning.	
	
Elev	I	har	vist	at	det	har	været	muligt	at	fjerne	så	mange	snublesten,	at	han	nu	ikke	længere	er	
en	oplagt	kandidat	til	vejledning.	
	
Dygtige	elever	(peers)	har	andre	måder	at	forklare	tingene	på	end	en	vejleder.	Afstand	
mellem	elev	og	peer	er	ikke	så	stor,	og	dette	kan	gøre	det	nemmere	at	overføre	viden.	
Ikke	blot	de	udvalgte	elever	har	ændret	matematikforetillinger	gennem	interventionerne.	
Også	deres	klassekammerater	har	fået	en	holdning	til	faget,	og	den	viser	sig	i	den	måde	de	
diskuterer	matematik	på.	Normer	fra	den	klasse(gruppe)baserede	intervention	dukker	langt	
oftere	op	i	undervisningen,	end	fra	den	traditionelle	undervisning.	
Matematikvejledningen	
Efter	3	semestres	uddannelse	er	vi	nu	klar	til	at	fungere	som	matematikvejledere	på	vores	
skoler.	Men	hvad	forestiller	vi	os,	at	arbejdet	kommer	til	at	bestå	i?	og	hvad	bliver	vores	rolle	i	
forhold	til	kollegerne?	hvilke	forventninger	har	skolerne	til	os?	hvilke	elever	skal	vi	satse	på	at	
hjælpe?		
Vejledningens	tre	faser	
Vores	væsentligste	arbejdsopgave	bliver	at	hjælpe	elever,	der	oplever	en	eller	flere	
snublesten,	og	som	vi	gennem	vejledning	skal	hjælpe	på	vej	til	en	bedre	forståelse	af	faget.	
Matematikvejledningen	hviler	på	tre	ben:	identifikation,	diagnosticering	og	intervention,	og	
på	baggrund	af	de	tre	projekter	vi	har	arbejdet	med	under	uddannelsen,	har	vi	nu	et	godt	
udgangspunkt	for	at	igangsætte	ovenstående	tre	faser	med	et	fornuftigt	indhold.	Vores	
uddannelse	er	dog	langt	fra	slut.	Der	er	meget	at	lære	endnu,	og	vi	vil	komme	til	at	justere	
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vores	vejledningsforløb	mange	gange	i	fremtiden,	når	erfaringer	og	ydereligere	studier	viser	
os	nye	og	bedre	veje	mod	målet.	
Med	afsæt	i	de	erfaringer	vi	har	gjort	os	i	de	tre	projekter,	kan	vi	nu	opsætte	rammerne	for	et	
vejledningsforløb:	
	
Identifikation	
Uddannelsen	har	udstyret	os	med	3	forskellige	detektionstest.	Vi	forestiller	os,	at	det	især	
bliver	test	1,	vi	kommer	til	at	anvende,	og	at	det	bliver	alle	nye	elever,	der	får	testen	inden	for	
deres	første	to	måneder	på	htx.	Vi	vil	justere	opgaverne	efter	de	retningslinjer,	der	er	trukket	
frem	i	Del	1.	Vi	laver	en	rettenøgle	til	testen,	og	lader	elevernes	egen	matematiklærer	rette	
besvarelserne.	Herefter	taler	vi	med	hver	matematiklærer,	som	på	forhånd	er	blevet	bedt	om	
at	identificere	elever,	der	kan	have	særlige	læringsvanskeligheder.	Sammen	gennemgår	vi	
resultaterne	og	udpeger	eventuelle	elever,	der	har	behov	for	vejledning.	Det	kan	overvejes,	
om	den	test,	alle	elever	får	skal	være	en	egentlig	initialtest/screening,	der	rammer	bredere	og	
har	færre	opgaver.	De	elever,	der	bliver	sendt	til	vejledning	vil	først	her	møde	detektionstest	
1,	og	denne	bliver	rettet	af	vejlederen	(se	”Matematikvejlederens	årshjul”).	
I	den	udstrækning	der	er	interesse	fra	fagkollegerne,	vil	vi	tilbyde	at	give	eleverne	de	øvrige	to	
tests.	For	A‐niveau	elever	er	testen	om	ræsonnementer	særlig	relevant.	Hvis	resultaterne	
viser,	at	der	ikke	er	generelle	problemer	i	klassen,	vil	vi	som	vejledere	tage	os	af	de	
identificerede	elever.	Men	med	erfaringerne	fra	de	to	projekter	om	bevisførelse	og	
modellering	forventer	vi,	at	mange	elever	oplever	problemer	her,	og	at	vi	i	langt	de	fleste	
tilfælde	bør	foreslå	matematiklæreren	at	følge	op	på	testen	med	en	form	for	klassebaseret	
intervention	med	fokus	på	det	testede	område.		
	
Diagnosticering	
Uddannelsen	har	givet	os	begrebsapparat	om	matematiklæring	og	begrebsdannelse,	som	vi	
kan	bruge	til	at	diagnosticere	elevernes	snublesten:	er	der	tale	om	mangelfulde	
begrebsbilleder?	har	eleven	en	ren	instrumentel	tilgang	til	læring?	er	et	matematisk	begreb	
endnu	ikke	kondenseret?	eller	har	eleven	et	autoritært	bevisskema?	
Vi	vil	benytte	interviewformen	til	at	diagnosticere	de	identificerede	elever.	Inden	samtalen	
analyserer	vi	elevens	testbesvarelse	for	at	finde	områder,	der	viser	specielle	
læringsvanskeligheder,	og	vi	udvælger	de	opgaver,	som	interviewet	kommer	til	at	dreje	sig	
om.	Under	diagnosticeringen	er	det	vigtigt	at	undersøge	mange	forskellige	vinkler	på	elevens	
vanskeligheder,	og	det	er	vigtigt	at	observere	de	ubeviste	matematikforestillinger	elev	er	i	
besiddelse	af,	så	man	får	en	mosaik	af	forklaringer,	der	tilsammen	giver	et	dækkende	billede	
af,	hvorfor	eleven	oplever	problemer	i	faget.	
	
Intervention	
At	få	udviklet	gode	og	alsidige	interventionsaktiviteter	bliver	vores	største	udfordring.	Her	må	
vi	udnytte	det	netværk	af	andre	matematikvejledere,	som	uddannelsen	har	givet	os.		
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Vi	har	allerede	udviklet	mange	opgaver,	som	eleverne	kan	arbejde	med,	men	vi	vil	få	behov	for	
flere	forskellige	typer	opgaver.	På	nettet	findes	der	et	væld	af	ressourcer,	som	vi	skal	have	
fundet	og	afprøvet.	Mange	er	på	engelsk,	og	det	vil	bremse	nogle	elever	i	at	bruge	dem.	Som	
eksempler	internetsider	kan	nævnes	FriViden.dk,	traeneren.emu.dk	og	KhanAcademy.com.	
Men	vi	bør	også	udforske	andre	typer	af	aktiviteter:	eleverne	laver	egne	visualiseringer	i	
programmer	som	Geogebra	eller	Maple,	brug	af	klodser,	blomsterpinde,	papirklip,	
rumgeometriske	figurer	etc.	Her	kan	vi	hente	hjælp	i	materialer	fra	læreruddannelsen,	hvor	
den	type	kreative	aktiviteter	er	langt	mere	almindelige.	Mange	af	de	elever,	vi	kommer	til	at	
vejlede,	befinder	sig	ofte	på	grundskoleniveau	særlig	indenfor	algebra.	
Hver	elev	er	unik,	og	skønt	mange	aktiviteter	kan	bruges	af	flere	elever,	må	vi	forvente	at	de	i	
nogen	grad	skal	justeres	for	at	tilgodese	den	enkelte	elevs	specielle	behov	og	målrette	
indsatsen.	
Der	vil	blive	behov	for	at	følge	op	på	interventionen,	for	hvornår	er	man	”færdig”	med	en	elev?	
Her	bør	det	overvejes,	om	ikke	det	vil	være	en	god	investering	at	give	eleverne	nogle	korte	
samtaler	med	jævne	mellemrum	fx	hver	anden	måned,	hvor	man	på	et	kvarter	lader	eleven	
fortælle,	hvordan	det	går,	og	man	drøfter	et	konkret	matematisk	eksempel,	der	berører	den	
eller	de	snublesten,	vejledningen	har	drejes	sig	om.	Det	kan	have	stor	betydning	for	eleven	at	
vide,	at	der	stadig	er	nogen,	der	interesserer	sig	for,	at	det	går	godt	i	faget.		
Som	nævnt	under	identifikationen,	vil	vejledningen	af	elever	kunne	forbedres,	hvis	
matematiklæreren	støtter	op	om	det	i	den	daglige	undervisning.	De	sociomatematiske	
normer,	der	dannes,	når	man	arbejder	på	en	bestem	område,	forbedrer	elevernes	chancer	for	
at	overkomme	deres	læringsvanskeligheder.	Allerbedst	vil	det	være,	hvis	læreren	er	
opmærksom	på	de	identificerede	elevers	vanskeligheder	i	planlægning	at	undervisningen.	
Dette	er	dog	ikke	altid	realistisk,	men	en	generel	opmærksomhed	på	området	vil	også	være	en	
fordel.			
Elev	A	som	gennemgående	figur	
I	alle	tre	projekter	har	vi	arbejdet	med	elev	A.	Elev	A	er	en	pige	på	18	år,	der	nu	går	i	2.c,	en	
mat	A‐biotek	A	studieretning	på	Odense	Tekniske	Gymnasium.	Elev	A	er	en	sjov	pige,	der	har	
haft	rigtig	svært	ved	matematik,	men	som	gerne	vil.	Hun	har	ikke	ret	stor	faglig	selvtillid	men	
er	rap	i	replikken	og	ikke	bange	for	at	sige	sin	mening.	I	begyndelsen	holdt	hun	sig	for	sig	selv	
i	timerne,	sandsynligvis	fordi	hun	ikke	mente,	at	hun	havde	noget	fagligt	at	byde	ind	med.	Nu	
midt	i	2.g	har	hun	fundet	nogle	gode	samarbejdspartnere,	især	en	bestemt	pige,	som	
supplerer	hende	godt	og	som	har	nogenlunde	samme	faglige	niveau.	Ofte	indgår	pigerne	i	
konstellationer	med	flere	andre	elever	i	klassen.	Elev	A	har	gang	i	mange	ting	uden	for	skolen,	
og	er	ikke	en	af	de	overpræsterende,	myreflittige	piger,	der	ellers	kendetegner	klassen.	Det	
betyder,	at	hun	ikke	altid	får	fulgt	op	på	de	ekstra	aktiviteter,	hun	er	blevet	præsenteret	for	i	
vejledningen.	
I	DEL	1	så	vi	at	A	havde	problemer	med	forskellige	repræsentationer	af	en	funktion,	især	
sammenhængen	mellem	forskrift	og	graf,	og	at	hun	ikke	kunne	bruge	den	grafiske	
repræsentation	af	en	linje	til	at	løse	en	ligning.	Selve	begrebet	”en	løsning”	var	fremmed	for	
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hende,	og	hun	havde	en	instrumentel	tilgang	til	algebraisk	ligningsløsning.	Det	gik	bedst,	når	
den	ubekendte	hed	x.	Under	interventionen	lykkedes	det	ikke,	at	få	reificeret	
løsningsbegrebet,	men	hun	blev	langt	bedre	til	at	bestemme	løsninger	for	ligninger,	og	det	gik	
fremad	med	sammenhængen	mellem	algebraiske	og	grafiske	repræsentationer.	
Det	var	primært	elev	As	fortsatte	problemer	med	algebra,	der	resulterede	i,	at	
undervisningsforløbet	om	ræsonnementer	og	bevisførelse	(Del	2)	kom	til	at	handle	om	
geometriske	argumenter.	Diagnosen	viste,	at	A	havde	problemer	med	begrebet	udsagn	og	
ækvivalens	mellem	udsagn,	samt	at	hendes	bevisskemaer	var	af	typen	”ydre	overbevisning”.	
Vi	tilrettelagde	derfor	et	interventionsforløb,	hvor	A	mødte	udsagn	og	ækvivalens	mellem	
udsagn	helt	uden	matematisk	indhold,	og	det	gik	forbløffende	godt.	Den	afsluttende	test	viste,	
at	A	var	blevet	langt	bedre	til	at	følge	andres	argumenter	og	endda	kunne	opstille	en	kæde	af	
simple	ræsonnementer.	Elevens	bevisskemaer	havde	flyttet	sig	til	et	højere	taksonomisk	
niveau.	
Endelig	beskrev	vi	i	Del	3,	elev	As	primære	snublesten	som	værende	en	mangelfuld	symbol‐	
og	formalismekompetence	kombineret	med	(der	resulterer	i)	store	problemer	med	
algebraiske	manipulationer	og	dermed	matematisering.	Hun	havde	problemer	med	at	komme	
i	gang	med	opgaver,	og	vi	arbejdede	derfor	med,	hvordan	der	kunne	dannes	og	fremkaldes	
begrebsbilleder,	som	kunne	støtte	hende.	Interventionen	var	delvist	succesfuld,	især	den	del,	
der	handlede	om	at	få	hul	på	opgaver	ved	at	sætte	billeder	på	de	angivne	oplysninger.	Det	var	
også	tydeligt,	at	det	gik	fremad	med	algebraen.	Hun	blev	bedre	til	at	opstille	formeludtryk	fra	
en	tekst	og	foretage	beregninger,	som	nedenstående	eksempel	fra	afsnittet	”Analyse	af	
elevernes	besvarelse”	viser	–	dog	med	en	misforståelse,	som	blev	opdaget	under	vores	samtale.		
	
Endelig	så	vi	en	tydelig	forbedring	i	kvaliteten	af	de	argumenter	elev	A	benyttede	sig	af	i	
dokumentation	af	besvarelserne,	og	hun	blev	i	stand	til	at	vælge	(og	fravælge)	antagelser,	der	
skulle	indgå	i	løsningen	af	åbne	opgaver.	
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Dette	viser	os,	at	der	ikke	blot	er	en	effekt	af	matematikvejledningen	–	elev	A	havde	forbedret	
sig	ved	hver	evaluering,	men	at	der	også	er	en	langtidseffekt,	idet	områder,	der	blev	berørt	i	
tidligere	dele	stadig	blev	behersket	og	løbende	blev	forbedret.	Samtidig	bør	det	dog	
bemærkes,	at	kvaliteten	af	det	forløb,	A	har	været	igennem,	næppe	opnås	under	”almindelig”	
vejledning.	Det	vil	ikke	være	muligt	at	give	en	enkelt	elev,	så	megen	opmærksomhed	inklusiv	
undervisningsforløb,	der	er	skræddersyet	til	eleven,	som	denne	elev	har	været	genstand	for.	
Men	måske	vil	vores	voksende	erfaringer	og	aktivitetssamling	i	nogen	grad	kompensere	for	
dette?			
Vejlederrollen	i	forhold	til	kolleger	
Mange	skoler	har	læsevejledere,	der	udfører	tilsvarende	aktiviteter	indenfor	læsning.	Da	
læsevanskeligheder	(ofte)	vil	medføre	visse	former	for	matematikvanskeligheder,	vil	det	være	
naturligt	med	et	tæt	samarbejde	mellem	de	to	typer	vejledere.	Læsevejlederen	vil	kunne	
støtte	matematikvejlederen	med	råd	om	læsestrategier,	og	afhængigt	af	læsevejlederens	
faglige	baggrund	vil	hjælpen	også	kunne	gå	den	anden	vej.	Man	kan	forestille	sig	at	
matematikvejlederne	opdager	svage	læsere,	der	ikke	er	blevet	identificeret	i	en	
læsescreening,	og	kan	henvise	en	elev	til	læsevejledningen.	
Indenfor	matematikfaggruppen,	bliver	der	behov	for	et	udstrakt	samarbejde,	hvis	
matematikvejledningen	skal	lykkes.	I	DEL	1	har	vi	diskuteret	nogle	af	de	udfordringer,	dette	
kan	give	anledning	til.	Nøgleordene	for	et	godt	samarbejde	er	respekt	og	tillid.	Som	vejleder	
skal	man	have	respekt	for	den	måde	kollegerne	planlægger	og	udfører	deres	undervisning	på,	
og	de	skal	have	tillid	til,	at	også	de	kan	komme	med	spørgsmål	i	forbindelse	med	identifikation	
af	svage	elever	og	inspiration	til	forskellige	interventionsaktiviteter	og	understøttende	
undervisningsforløb.	Vi	skal	være	opmærksomme	på,	at	dette	kan	være	grænseoverskridende	
for	nogle	kolleger.	
Endelig	ser	vi	muligheden	for	et	samarbejde	med	kolleger	fra	andre	matematikholdige	fag.	
Også	disse	lærere	vil	opleve	nogle	af	elevernes	matematiksnublesten	i	forhold	til	egen	
undervisning,	og	de	har	derfor	brug	for	at	kende	til	matematikvejledningens	indhold.	
Hvem	skal	hjælpes?	
Allerhelst	vil	vi	naturligvis	hjælpe	alle	de	elever,	der	har	læringsvanskeligheder	i	matematik,	
men	dette	er	næppe	en	realistisk	mulighed.	Nogle	elever	ønsker	ikke	at	blive	hjulpet,	eller	de	
mangler	den	motivation,	der	gør	det	muligt	at	hjælpe	dem.	Andre	er	måske	så	svage,	at	det	vil	
kræve	en	massiv	indsats	at	hjælpe	en	enkelt	elev,	der	dermed	lægger	så	stort	beslag	på	
matematikvejlederen,	at	det	forhindrer	hjælpen	til	andre	elever.	
Det	er	vores	holdning,	at	elever,	der	virkelig	ønsker	at	få	hjælp,	og	som	vil	bruge	den	ekstra	tid	
det	tager,	at	gå	til	samtaler	og	arbejde	med	de	anviste	interventionsaktiviteter,	skal	tilbydes	
vejledning.	Sommetider	må	man	undervejs	erkende,	at	det	af	forskellige	årsager	ikke	lykkes,	
og	så	må	vejledningen	høre	op.	Men	vi	mener,	at	man	må	tage	chancen	og	tilbyde	vejledning	til	
elever,	der	virker	meget	svage.	Måske	kan	netop	denne	opmærksomhed	give	eleven	lysten	til	
at	gøre	en	ekstra	indsats.	Omvendt	kan	det	også	være	en	god	idé	at	tilbyde	vejledning	til	
elever,	der	måske	ikke	virker	så	svage	i	undervisningen.	Vores	projekter	viser,	at	når	man	
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først	graver	lidt	dybere,	vil	der	ofte	ligge	problemer	begravet,	som	når	de	ryddes	af	vejen,	
resulterer	i	et	øget	læringspotentiale	i	mange	sammenhænge.		
Matematikvejlederens	årshjul	
På	baggrund	af	ovenstående	har	vi	lavet	en	skematisk	oversigt	over,	hvilke	arbejdsopgaver	en	
matematikvejleder	kommer	til	at	udføre	i	løbet	af	året.		
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Skolernes	holdning	
I	ovenstående	afsnit	er	vi	fremkommet	med	forslag	til	hvilke	arbejdsopgaver	en	
matematikvejleder	kommer	til	at	udføre	både	i	forhold	til	elever,	læsevejleder,	fagkolleger	og	
øvrige	kolleger	i	matematikholdige	fag.	Hvordan	virkeligheden	kommer	til	at	se	ud,	ved	vi	
endnu	ikke.	Det	er	uklart,	hvor	mange	ressourcer	den	enkelte	skole	vil	bruge	på	
matematikvejledning,	om	den	pædagogiske	ledelse	har	en	holdning	til,	hvordan	disse	
ressourcer	skal	prioriteres,	og	om	vi	skal	forblive	den	eneste	matematikvejleder	på	hver	vores	
skole.	Disse	problemstillinger	har	vi	ikke	beskæftiget	os	med	i	vores	projekter,	men	de	har	
været	debatteret	under	uddannelsen,	da	emnet	selvsagt	ligger	os	meget	på	sinde.		
Didaktiske	konsekvenser	
Læringsfindings		
Uddannelsen	har	ikke	blot	rustet	os	til	at	vejlede	elever	med	læringsvanskeligheder,	men	har	
også	påvirket	den	måde,	vi	tænker	undervisning	på.	Således	er	vi	blevet	meget	mere	
opmærksomme	på,	at	der	kan	ligge	alvorlige	forståelsesmæssige	problemer	bag	relativt	
”uskyldige”	forkerte	svar.	Når	en	elev	laver	fejl	i	ligningsløsning,	kan	det	skyldes	en	banal	
regne‐	eller	skrivefejl,	men	det	kan	også	være	en	meget	mangelfuld	symbol‐	og	
formalismekompetence	eller	problemer	med	grundlæggende	talforståelse.	For	at	afklare	
dette,	vil	et	svar	fra	læreren,	formuleret	som	et	spørgsmål	ofte	virke	langt	bedre,	end	blot	et	
svar,	der	anviser	løsningen.	
Kendskab	til	begreber	som	instrumentel	versus	relationel	læring,	begrebsdefinitioner	og	
begrebsbilleder,	bevisskemaer	og	sociomatematiske	normer,	for	blot	at	nævne	nogle	få,	har	
alle	efterladt	sig	spor	i	den	måde,	vi	tilrettelægger	vores	undervisning.	Således	bruger	vi	nu	
mange	flere	forskellige	repræsentationer	og	illustrationer	overfor	eleverne,	for	at	give	dem	
mange	begrebsbilleder	at	trække	på.	Som	undervisere	på	htx,	hvor	brug	af	
matematikprogrammer	traditionelt	fylder	meget,	har	arbejdet	med	transformationelle	
opgaver	gjort	os	opmærksomme	på,	at	der	i	udførelsen	af	algebraiske	”rutineopgaver”	også	
ligger	en	erkendelsesdel,	som	er	vigtig	at	huske	og	bruge	tid	på.	Vi	skal	hellere	ikke	være	
bekymrede	over	at	bruge	lang	tid	på	de	forskellige	delprocesser	i	modellering,	for	her	
udvikles	mange	kompetencer	inklusiv	brugen	af	ræsonnementer.	
Fremtidig	udvikling	
Der	er	ingen	tvivl	om,	at	uddannelsen	som	matematikvejleder	har	sat	en	udvikling	i	gang,	der	
ikke	stopper	her.	Der	er	megen	didaktisk	litteratur,	som	skal	læses,	mange	undersøgelser,	der	
skal	foretages	og	mange	interventionsaktiviteter,	som	skal	findes	eller	udvikles.	Hvis	vi	skal	
pege	på	konkrete	områder,	hvor	vi	gerne	så	en	mulighed	for	videreuddannelse	er	det	i	
relation	til	problemløsning	(problem	solving),	der	fylder	meget	på	gymnasialt	niveau,	og	som	
giver	anledning	til	mange	vanskeligheder,	samt	læsning	af	matematiske	tekster,	som	vi	har	haft	
meget	fokus	på	de	senere	år	på	htx	(bl.a.	på	fagdidaktisk	kursus).	Her	kommer	eleverne	ofte	til	
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kort,	da	det	(stadig)	er	de	færreste	lærere,	som	er	klar	over,	at	der	er	tale	om	et	generelt	
problem	og	endnu	færre,	der	ved	hvad	man	kan	gøre	ved	det.		
Vi	forventer	os	meget	at	det	matematikvejledernetværk,	vi	har	fået	på	uddannelsen,	og	ser	
frem	til,	at	det	vokser	med	nye	årgange.	Vi	er	godt	klar	over,	at	det	kræver	en	indsats	fra	os	
alle,	hvis	den	nystartede	matematikvejlederforening	skal	blive	til	andet	og	mere	end	en	
hjemmeside	og	en	årlig	generalforsamling,	men	skal	blive	en	aktiv	forening	til	gavn	og	glæde	
for	både	lærere	og	elever.		
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DEL	1	–	Algebra	–	begreber	og	begrebsdannelse	
Indledning	
På	teknisk	gymnasium	spiller	matematikfaget	en	stor	rolle	både	i	sin	egen	ret	og	som	et	
redskabsfag	for	de	naturligvidenskabelige	fag	fysik,	kemi,	biologi	samt	teknologi	og	
teknikfagene.	
Alle	elever	har	faget	på	mindst	B‐niveau,	og	knap	80	%	af	eleverne	vælger	A‐niveau	enten	i	en	
studieretning	eller	ved	et	løft	på	3.	år.	At	så	mange	elever	har	faget	på	A‐niveau	er	
problematisk,	da	det	ikke	er	så	stor	en	del	af	elevmassen,	der	har	evner	og	interesse	for	faget,	
og	som	er	i	stand	til	at	yde	den	nødvendige	arbejdsindsats.	Trods	et	stort	oplysende	arbejde	
fra	skolernes	side,	er	eleverne	overbeviste	om	nødvendigheden	af	at	tage	matematik	på	A‐
niveau	for	at	kunne	komme	ind	på	deres	ønskestudium	efter	studentereksamen.	
Der	findes	derfor	elever	på	såvel	A‐	som	B‐niveau,	der	har	massive	problemer	med	faget,	og	vi	
har	i	dette	projekt	undersøgt,	hvordan	en	manglende	begrebsforståelse	og	begrebsdannelse	
giver	indlæringsvanskeligheder.	De	elever,	vi	har	set	på,	er	alle	på	grundforløbet	(1.	
semester),	og	de	har	endnu	ikke	valgt	deres	endelige	studieretning.	Som	redskab	til	
undersøgelsen	har	vi	benyttet	en	detektionstest	udarbejdet	af	Mogens	Niss	og	Uffe	Jankvist.	
Denne	test	består	af	en	række	algebraopgaver	–	i	begrebets	brede	forstand	som	beskrevet	i	
afsnittet	Hvordan	elever	lærer	algebra.	Testen	er	vedlagt	som	bilag	1.	
Matematik	på	htx	
I	læreplanen	for	B‐niveauet	(UVM,	2010b)	er	de	faglige	mål	udtrykt	ved	de	8	
kernekompetencer,	som	defineret	i	KOM‐rapporten	(Niss	&	Jensen,	2002).	Eleverne	skal:	
	
- opnå	kendskab	til	matematisk	tankegang	og	ræsonnement,	kunne	foretage	simple	
matematiske	ræsonnementer	og	udføre	enkle	beviser	
- kunne	veksle	mellem	et	matematisk	begrebs	forskellige	repræsentationer	
- kunne	formulere	og	løse	matematiske	problemer	af	såvel	teoretisk	som	
anvendelsesmæssig	karakter	
- kunne	analysere	konkrete,	praktiske	problemstillinger	primært	inden	for	teknologi	og	
naturvidenskab,	opstille	en	enkel	matematisk	model	for	problemet,	løse	problemet	samt	
dokumentere	og	fortolke	løsningen	praktisk,	herunder	gøre	rede	for	modellens	eventuelle	
begrænsninger	og	dens	validitet	
- kunne	anvende	relevante	matematiske	hjælpemidler,	herunder	CAS‐værktøjer	og	
matematikprogrammer,	til	visualiseringer	og	undersøgelser,	der	understøtter	
begrebsudviklingen,	samt	til	dokumentation.	Endvidere	kunne	benytte	it	til	beregninger	
og	undersøgelser	af	udtryk,	der	ligger	i	direkte	forlængelse	af	det	i	pkt.	2.2.	nævnte	
- kunne	formulere	sig	i	og	skifte	mellem	det	matematiske	symbolsprog	og	det	daglige	
skrevne	eller	talte	sprog.	
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I	matematik	A	er	de	faglige	mål	udtrykt	på	tilsvarende	måde,	dog	på	et	højere	niveau	(UVM,	
2010a).	
	
For	at	opnå	de	faglige	mål,	forventes	det,	at	eleverne	har	et	fundament	af	”grundlæggende	
færdigheder”,	som	man	kan	bygge	på.	Således	lyder	det	i	afsnittet	om	didaktiske	principper	i	
læreplanen:	For	at	styrke	elevens	matematiske	begrebsforståelse	skal	der	i	undervisningen	
arbejdes	med	at	udvikle	og	vedligeholde	elevens	grundlæggende	færdigheder	i	tilstrækkeligt	
omfang.	
Denne	formulering	er	særdeles	væsentlig,	idet	man	på	htx	arbejder	meget	med	
matematikprogrammer,	og	faget	ikke	afsluttes	med	en	delprøve	uden	hjælpemidler,	som	det	
er	tilfældet	efter	9.	klassetrin	og	på	de	øvrige	gymnasiale	uddannelser.	Undervisningen	mister	
derfor	nemt	fokus	på	”de	grundlæggende	færdigheder”.	Imidlertid	kræver	arbejde	med	
bevisførelse	herunder	symbolmanipulation,	opstilling	af	ligninger	etc.,	at	eleverne	har	
kendskab	til	og	forståelse	for	bl.a.	fundamental	algebra,	og	derfor	er	”de	grundlæggende	
færdigheder”	særdeles	vigtige	på	htx,	selvom	de	ikke	testes	i	en	særskilt	prøve.		
Dette	projekt	belyser	begrebsindlæring	og	problemer	hermed	inden	for	området	algebra	med	
det	mål	for	øje	at	kunne	hjælpe	svage	elever,	så	de	ikke	bremses	i	deres	videre	tilegnelse	af	
matematikfaget	på	grund	af	manglende	”grundlæggende	færdigheder”.	
Indsnævring	af	problemfelt	
Som	tidligere	nævnt	har	et	vilkår	for	dette	projekt	været	anvendelsen	af	en	til	formålet	
udviklet	test.	Vi	har	efterfølgende	analyseret	de	data,	vi	har	fået	ved	at	give	163	elever	denne	
test.	For	at	se	hvad	der	i	særlig	grad	giver	svage	elever	problemer,	har	vi	opdelt	testens	
opgaver	i	fire	kategorier:	symboler	og	matematiske	konventioner,	talforståelse,	ligninger	samt	
variabelsammenhæng.	Denne	opdeling	findes	i	bilag	2.	
En	nærmere	analyse	af	testresultaterne,	der	er	opsummeret	i	bilag	3,	viser,	at	de	elever,	der	
klarer	sig	dårligt	i	testen,	alle	klarer	sig	specielt	dårligt	i	området	ligninger.	Vi	har	derfor	valgt	
at	fokusere	på	de	problemer,	eleverne	har	med	manipulation	af	symbolske/talmæssige	
algebraiske	udtryk	i	forbindelse	med	ligningsløsning,	det	vil	sige	den	del	af	kernestoffet,	der	
beskæftiger	sig	med	regningsarternes	hierarki,	reduktion,	regler	for	regning	med	potenser	og	
rødder,	ligningsløsning,	både	analytisk,	grafisk	og	ved	hjælp	af	it.	(UVM,	2010b)	
	
I	forhold	til	vores	kommende	rolle	som	matematikvejledere	er	der	altså	vægtige	grunde	til	at	
beskæftige	sig	med	elevernes	begrebsindlæring	af	den	del	af	algebraen,	der	omhandler	brug	af	
bogstaver/symboler,	samt	at	undersøge	hvilke	strategier	en	vejledning	i	dette	område	skal	
bygge	på.	Her	kan	man	drage	nytte	af	internationale	undersøgelser	af,	hvordan	elever	lærer	
algebra,	og	hvordan	man	kan	afhjælpe	problemer	hermed.	Man	skal	dog	være	opmærksom	på,	
at	Danmark	på	flere	områder	adskiller	sig	fra	resten	af	verden	i	den	måde	undervisningen	
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tilrettelægges	både	mht.	form	og	indhold,	så	undersøgelsernes	resultater	kan	ikke	direkte	
overføres	til	danske	forhold.		
Vi	har	endvidere	fundet	det	interessant	at	se	på,	om	der	er	en	sammenhæng	mellem	elevernes	
testresultater	og	deres	valg	af	studieretning	på	htx,	dvs.	om	de	vælger	en	studieretning	med	
matematik	A.	Viser	der	sig	en	tydelig	sammenhæng,	kan	det	få	betydning	for	den	daglige	
undervisnings	tilrettelæggelse.	I	den	udstrækning	man	benytter	klassebaseret	intervention,	
kan	matematikvejledningen	bedre	målrettes	elevernes	behov.	
I	forbindelse	med	en	masteruddannelse	arbejdede	denne	rapports	ene	forfatter	(Pihl)	med	de	
ganske	store	forskelle,	der	er	på	drenges	og	pigers	tilgang	og	udbytte	af	
matematikundervisningen.	Det	vil	derfor	være	interessant	at	undersøge,	om	denne	forskel	har	
betydning	for	deres	læringsvanskeligheder.		
	
Vi	har	derfor	stillet	os	selv	følgende	spørgsmål,	som	vi	gerne	vil	undersøge	i	dette	projekt:	
	
- Hvordan	lærer	elever	algebra?	og	ser	man	de	samme	tendenser	i	Danmark	som	
internationalt	i	forhold	til	indlæring	og	problemerne	hermed?	
- Er	der	forskel	på	omfanget	og	typen	af	indlæringsvanskeligheder	for	elever,	der	har	
valgt	hhv.	en	A‐	eller	en	B‐studieretning?	og	er	der	forskel	på	drenges	og	pigers	
indlæringsvanskeligheder?	
- Hvordan	vejleder	man?	Hjælper	det	at	samtale	med	elever?	dvs.	kan	dette	føre	til	
opbygning	eller	aktivering	af	begrebsbilleder,	der	gør	dem	i	stand	til	bedre	at	forstå	
algebra?	
Problemformulering	
Ovenstående	betragtninger/spørgsmål	giver	anledning	til	følgende	
problemformulering:	
	
I	 hvor	 høj	 grad	 afspejler	 elevernes	 valg	 af	 studieretninger	 med	
matematik	 A	 deres	 læringsforudsætninger,	 og	 eksisterer	 der	 er	 en	
sammenhæng	 mellem	 elevernes	 køn	 og	 deres	 eventuelle	 problemer	
med	begrebstilegnelse?	
	
Resultaterne	 af	 detektionstest	 1	 giver	 anledning	 til	 udvælgelse	 af	 et	
antal	elever,	der	har	klaret	sig	dårligt.	I	hvilken	udstrækning	 fungerer	
vejledningssamtaler	som	middel	til	at	afhjælpe	de	identificerede	elevers	
læringsvanskeligheder?	
	
For	at	kunne	analysere	vore	egne	elevers	læringsvanskeligheder	har	vi	set	på,	hvordan	
forskellige	matematikdidaktikere	beskriver	matematisk	begrebsdannelse.	Disse	tanker	og	
teorier	redegøres	der	for	i	følgende	afsnit.	
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Begrebsdannelse	og	begrebsbilleder	
Tall	og	Vinner	(1981)	redegør	i	deres	artikel	for	forskellen	på	en	begrebsdefinition	og	et	
begrebsbillede.	Den	formelle	begrebsdefinition	er	den	definition	som	eleven	får	præsenteret	i	
undervisningen,	og	som	benyttes	af	matematikere.	En	elev	kan	have	sin	egen	
begrebsdefinition,	som	adskiller	sig	fra	den	formelle,	da	eleven	ofte	vil	formulere	sit	begreb	
med	andre	(selvvalgte)	ord.	Tall	og	Vinner	(1981)	beskriver	et	begrebsbillede	som	den	
samlede	kognitive	struktur,	der	består	af	mentale	billeder,	forskellige	egenskaber,	processer	
mv.	associeret	med	et	bestemt	matematisk	begreb.	Begrebsbilledet	bliver	opbygget	ud	fra	
egne	erfaringer	og	udvikles	yderligere	gennem	arbejdet	med	begrebet.	
En	manglende	overensstemmelse	mellem	begrebsdefinitioner	og	begrebsbilleder	resulterer	
ofte	i	læringsvanskeligheder.	Hvis	eleverne	har	svage	begrebsbilleder,	vil	de	
undergeneralisere	og	have	vanskeligheder	ved	at	bruge	matematikken	i	ukendte	situationer.	
Omvendt	vil	svage	begrebsdefinitioner	føre	til,	at	eleverne	overgeneralisere	ved	fx	at	lave	
deres	egne	algebraiske	regler.	For	at	styrke	begrebsdannelsen	er	det	vigtigt	at	arbejde	med	
forskellige	repræsentationer	og	derigennem	give	eleverne	varierede	begrebsbilleder.		
Matematiske	begreber	og	dermed	begrebsdannelse	og	begrebsbilleder	bliver	meget	tidligt	
introduceret	for	børn	i	næsten	alle	kulturer.	Her	forstås	hvordan	et	(nyt)	begreb	bliver	
indført,	bliver	brugt	og	en	forståelse	opstår.	Matematiske	begreber	kan	ifølge	Sfard	(1991)	
defineres	og	forstås	på	to	måder:	Operationelt,	hvor	det	drejer	sig	om	processer	og	algoritmer,	
resultatet	af	elevens	handlinger,	og	strukturelt,	hvor	begrebet	er	blevet	et	(virkeligt	fysisk)	
objekt,	der	kan	behandles	og	manipuleres	med	som	et	hele.		Anna	Sfard	beskriver	tre	stadier	
af	matematiklæring	(se	figur	1).	Først	finder	en	internalisering	sted,	hvor	begrebet	kan	
genkendes	og	bruges	i	forbindelse	med	allerede	kendte	begreb	og	processer.	Herefter	vil	
eleven	i	forbindelse	med	anvendelse	af	begrebet	få	et	bredere	kendskab	til	hvorledes	det	
benyttes;	der	sker	en	kondensering.	Sidste	skridt	i	forståelsen	af	et	begreb	er,	når	eleven	kan	
bruge	begrebet	som	en	”ting”	og	ikke	som	en	proces;	dette	kaldet	reifikation	(tingsliggørelse).	
Under	de	første	to	stadier	har	eleven	en	operationel	forståelse	af	begrebet,	hvor	i	mod	det	
kræver	en	strukturel	forståelse	at	nå	op	på	det	sidste	stadium.	Sagt	med	andre	ord:	
”Operationel	forståelse	er	den	eneste	måde,	hvorpå	man	kan	komme	i	kontakt	med	de	
abstrakte	begreber”.	Dette	er	en	pointe,	der	er	meget	væsentlig,	i	forbindelse	med	
undervisningsplanlægning.	
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Figur	1		En	model	for	A.	Sfard’s	tre	stadier	i	matematisk	begrebsdannelse.	
	
I	barnets	første	leveår	er	det	talbegrebet	og	mængdebegrebet,	der	bliver	indarbejdet.	Det	
betyder,	at	når	børn	starter	i	skolen,	vil	læreren	”bygge”	oven	på	det	begrebsbillede,	som	
børnene	(forhåbentlig)	har	med	hjemmefra.	I	løbet	af	grundskolen	bliver	der	tilføjet	nye	
begreber,	som	børnene	skal	forholde	sig	til	og	få	sat	ind	i	et	system.	I	de	første	år	får	eleverne	
lov	til	at	bruge	egne	metoder	til	at	løse	matematiske	problemstillinger.	Først	i	udskolingen	(7.‐
9.	klasse)	bliver	børnene	mere	formelt	introduceret	til	metoder	og	begreber	i	matematik.	De	
elever,	som	vælger	gymnasiet,	vil	her	blive	introduceret	for	mange	nye	og	mere	komplicerede	
begreber.	De	nye	begreber	bliver	ofte	indført	med	afsæt	i	det,	som	eleven	allerede	kender.	Lad	
os	se	på	et	konkret	eksempel,	som	belyser	nogle	af	de	stadier,	vi	senere	vender	tilbage	til	i	
analysen	af	vore	udvalgte	elevers	vanskeligheder.		
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På	figur	2	ses	en	følge	af	begreber,	der	følger	naturligt	efter	hinanden	i	forbindelse	med	
ligningsløsning.	
	
Figur	2		En	følge	af	matematiske	begreber	
	
Ofte	bliver	nye	begreber	navngivet	og	anvendt,	for	først	senere	at	blive	formelt	defineret.	Ser	
vi	fx	på	ligninger,	vil	disse	efter	en	uformel	introduktion	med	forskellige	konkrete	eksempler	
og	”historier”	bliver	til	en	egentlig	ligning	med	et	x,	som	den	ubekendte.	Herefter	vil	de	fleste	
elever	kunne	genkende	en	ligning,	som	et	matematisk	udtryk,	som	indeholder	et	x	og	et	
lighedstegn.	Denne	ligning	kan	løses	ved	at	flytte	rundt	på	tal	og	symboler	ved	hjælp	af	en	
række	regneregler,	eller	ved	at	”gøre	det	samme	på	begge	sider	af	lighedstegnet”.	At	dette	
principielt	er	én	og	samme	metode,	er	der	ikke	mange	elever,	der	er	klar	over.	
Elever,	som	kun	opnår	en	delvis	forståelse	af	et	begreb,	vil	opnå	det,	som	Skemp	(1976)	
kalder	en	instrumental	forståelse,	og	elever	vil	ofte	kun	være	i	stand	til	at	løse	lignende	
opgaver.	Bliver	den	ukendte	benævnt	med	et	andet	bogstav,	opstår	problemer	med	at	
genkende	det	som	en	ligning.	Først	når	eleven	har	fået	den	formelle	definition	med	i	sin	
begrebsdannelse	og	dernæst	har	dannet	sig	nogle	begrebsbilleder,	har	han	opnået	en	
relationel	forståelse	for	begrebet.	Eleven	vil	være	i	stand	til	at	løse	ligninger,	som	er	opskrevet	
anderledes,	fx	ved	brug	af	andre	variabelnavne	eller	som	er	stillet	med	en	anden	ordlyd.	
Som	beskrevet	ovenfor	bliver	nye	begreber	ofte	bygget	oven	på	allerede	kendte	begreber.	Det	
betyder,	at	har	man	en	begrænset	forståelse	på	et	givet	niveau,	kan	det	resultere	i	forkerte	
eller	mangelfulde	begrebsbilleder,	der	fører	til	læringsvanskeligheder.	Dette	kan	medføre	at	
begrebet	
	
- ikke	bliver	forstået,	dvs.	eleven	kan	ikke	bruge	det	
- bliver	misforstået,	dvs.	eleven	bruger	det	forkert	
- bliver	delvist	forstået,	dvs.	eleven	kan	kun	bruge	det	i	begrænset	omfang.	
	
Kvadratligning
Ligning	af	første	grad
En	variabel
Multiplicere
Lægge	sammen
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Elever	med	manglende	begrebsbilleder	vil	have	svært	ved	at	lære	nye	begreber	og	anvende	
allerede	kendte	begreber.	
Hvordan	elever	lærer	algebra	
I	dette	afsnit	præsenteres	den	ramme,	vi	har	valgt	at	placere	begrebsdannelsen	af	algebra	i.	
Hertil	har	vi	benyttet	Kierans	artikel	fra	20073,	hvori	hun	opsummerer	væsentlige	
internationale	resultater	indenfor	dette	forskningsfelt.	
	
Siden	midten	af	80'erne	har	der	(i	USA)	været	en	diskussion	om	indhold	og	undervisning	af	
algebra	i	skolen.	Der	er	to	retninger:	tradition‐	versus	reform‐retningen.	
Traditionelle	algebrakurser	varer	typisk	et	år	og	har	følgende	indhold	
	
- løsning	af	ligninger	og	ligningssystemer	
- uligheder	
- symbolsk	manipulation	
- faktorisering	af	polynomier	og	rationelle	udtryk.	
	
Formålet	med	algebra	er	at	genkende	forskellige	former	og	omskrive	dem.	
Reformlinjen	omfatter	
	
- funktioner	
- tekstopgaver	om	"den	virkelige	verden"	og	brug	af	teknologi	
- forskellige	repræsentationer.	
	
Naturligvis	findes	der	kombinationer	af	ovenstående	retninger,	men	lige	som	de	hver	for	sig	
giver	anledning	til	forskellige	typer	indlæringsvanskeligheder,	har	forskning	vist,	at	også	
kombinationer	skaber	problemer	fx	med	at	skabe	sammenhæng	mellem	ligninger	og	
funktioner.	
Danmark	har	en	klar	reformtilgang	til	algebra,	idet	der	i	vore	læreplaner	netop	lægges	vægt	
på	de	områder,	som	karakteriserer	denne	retning.	Både	hvad	angår	form	(opbygning)	og	
indhold,	adskiller	den	danske	gymnasieskole	og	htx	i	særdeleshed	sig	dog	fra	de	fleste	andre	
lande,	hvor	man	mange	steder	følger	den	traditionelle	linje.	
	
	 	
																																																								
3	Artiklen	er	en	oversigtsartikel,	og	vi	har	valgt	ikke	at	angive	de	kilder	den	benytter	sig	af	undervejs	i	rapporten.	
Der	henvises	i	stedet	til	Kieran(2007).	
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Algebraisk	begrebsdannelse	
Når	elever	skal	skabe	mening	i	den	algebraundervisning,	de	modtager,	skelner	man	mellem		
	
1. forståelse,	der	kommer	fra	matematikken	selv	herunder	
‐	de	algebraiske	strukturer	inkl.	bogstaver	og	symboler	
‐	matematiske	repræsentationer	
2. forståelse,	der	kommer	fra	konteksten	
3. forståelse,	som	kommer	fra	det,	der	ligger	udenfor	konteksten	og	matematikken	selv	så	
som	kropssprog,	metaforer,	egne	oplevelser	osv.	
	
Vi	vil	i	dette	projekt	fokusere	på	det	første	punkt,	men	skal	her	kort	uddybe,	hvad	der	forstås	
ved	alle	tre	veje,	der	kan	føre	til	algebraisk	begrebsforståelse.	
Ad	1.	For	at	kunne	arbejde	med	algebraiske	udtryk	kræver	det	forståelse	af	de	matematiske	
operationer	og	tilladte	omskrivninger.	Der	bygges	på	kendte	talberegninger	og	generaliseres	
til	bogstaver	og	symboler.	Forskning	viser,	at	denne	overgang	er	meget	vanskelig.	Alternativt	
arbejdes	der	med	andre	repræsentationer	fx	tabeller	og	grafer.	Dette	kan	på	den	ene	side	
være	med	til	at	skabe	øget	forståelse	ved	at	udnytte,	at	eleverne	kan	danne	flere	forskellige	
begrebsbilleder,	men	på	den	anden	side	har	mange	elever	problemer	med	at	skabe	
sammenhæng	mellem	forskellige	repræsentationer.	
Ad	2.	Ved	at	arbejde	med	opgaver,	der	"betyder	noget",	kan	det	øge	forståelsen	af	den	
benyttede	algebra.	Man	mener,	at	en	kontekst,	hvor	der	regnes/løses	opgaver	skaber	det	
fundament,	hvorpå	algebraisk	tankegang	og	ræsonnement	hviler.	Algebra	er	det	værktøj,	der	
gør	det	muligt	at	løse	hele	klasser	af	problemer	på	en	gang.	Dette	vender	vi	tilbage	til	i	de	to	
efterfølgende	projekter	om	hhv.	matematisk	ræsonnement	og	bevisførelse	samt	om	
modellering.	
Ad	3.	Går	man	skridtet	videre	og	arbejder	med	modellering,	får	hjælpemidler	som	fx	it	
betydning,	ligesom	kropssprog,	fortællinger,	tidligere	oplevelser	osv.	indgår	i	den	proces,	hvor	
eleverne	skal	skabe	mening	i	algebra.	Når	elever	første	gang	møder	algebra,	vil	de	benytte	
deres	viden	fra	andre	områder.	Udfordringen	er	at	hjælpe	eleverne	med	at	transformere	
denne	viden	til	viden	om	”skolealgebraen”.		Dette	vil	vi	se	nærmere	på	i	vort	tredje	projekt.	
	
Algebraiske	aktiviteter	–	en	model	
For	at	lære	algebra	gennemgår	elever	forskellige	aktiviteter.	Disse	kan	inddeles	i	forskellige	
kategorier,	der	afhænger	af,	hvilken	type	begrebsliggørelse,	der	arbejdes	med.	Vi	har	i	dette	
projekt	valgt	at	arbejde	med	GTG‐modellen,	der	er	udviklet	af	Kieran	(2007),	i	beskrivelsen	af	
disse	aktiviteter.	Modellen	er	vist	på	figur	3.	Med	denne	model	vil	vi	først	analysere	
grundskolematematikken,	og	dermed	de	forudsætninger	eleverne	møder	op	med	i	gymnasiet.	
Derefter	benyttes	modellen	til	at	kategorisere	opgavetyperne	i	detektionstesten,	og	vi	kan	på	
baggrund	af	dette	arbejde	beslutte,	hvilke	aktiviteter,	der	skal	ligge	til	grund	for	vejledningen.	
Til	slut	benyttes	modellen	i	diskussionen	af	hvorledes	en	fremtidig	matematikvejledning	skal	
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tilrettelægges.	Vi	vil	også	i	de	kommende	projekter	anvende	GTG‐modellen.	Hvor	vi	i	dette	
projekt	har	fokus	på	transformationelle	og	til	dels	generationelle	aktiviteter,	vil	næste	projekt	
have	vægt	på	generationelle	aktiviteter,	og	sidste	projekt	have	fokus	på	aktiviteter	på	det	
globale/meta‐niveau.	
	
	
	
Figur	3		GTG‐modellen	
De	generationelle	aktiviteter	omfatter	opstilling	af	udtryk	fx	algebraiske	objekter	som	
	
- ligninger,	der	indeholder	en	ubekendt,	som	repræsenterer	det,	der	skal	bestemmes,	
- generelle	udtryk,	der	beskriver	geometriske	strukturer		
- generelle	udtryk	om	talfølger	og	regler	for	forhold	mellem	tal.		
	
En	stor	del	af	den	mening,	eleverne	lægger	i	algebra,	skabes	her,	og	deres	forståelse	afhænger	
af	den	måde	aktiviteterne	refererer	til	hhv.	bogstavsymbolik,	funktioner	og	multiple	
repræsentationer.	
Gennem	transformationelle	(regelbaserede)	aktiviteter	opnås	ikke	blot	færdigheder	ved	
at	substituere,	faktorisere,	gange	ud,	forkorte	osv.	Der	er	også	en	forståelsesdel	knyttet	til	
disse	aktiviteter,	som	ikke	blot	er	givet	ved	den	teknik,	som	producerer	resultater,	men	også	
skaber	en	erkendelsesdel	om	de	objekter,	man	arbejder	med.	
Endelig	er	der	det	globale/meta‐niveau,	som	medtager	konteksten	og	motivationen	for	de	
aktiviteter,	der	er	foregået	på	de	foregående	niveauer.	Her	ser	man	på	algebraen	som	et	
værktøj	til	at	lave	matematik	og	her	inkluderes	løsning	af	opgaver	og	modellering.	
	
Elevforudsætninger	‐	algebra	i	udskolingen	
For	at	forstå	de	problemer,	nogle	gymnasieelever	har	med	algebra,	ser	vi	på	hvilken	
undervisning,	de	har	mødt	i	grundskolen.	Vi	har	valgt	at	undersøge	grundskolematematikken	
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gennem	læreplan	og	læsevejledning4,	og	efterfølgende	har	vi	sammenholdt	disse	beskrivelser	
med	de	resultater	som	den	didaktiske	forskning	er	kommet	frem	til.	
I	trinmål	for	faget	Matematik	efter	9.	klasse	(UVM,	2009a)	hedder	det	om	arbejdet	med	tal	og	
algebra:	
Undervisningen	skal	lede	frem	mod,	at	eleverne	har	tilegnet	sig	kundskaber	og	færdigheder,	der	
sætter	dem	i	stand	til	at	
	
- kende	de	reelle	tal	og	anvende	dem	i	praktiske	og	teoretiske	sammenhænge	
- arbejde	med	talfølger	og	forandringer	med	henblik	på	at	undersøge,	systematisere	og	
generalisere	
- regne	med	brøker,	bl.a.	i	forbindelse	med	løsning	af	ligninger	og	algebraiske	problemer	
- forstå	og	anvende	procentbegrebet		
- kende	regningsarternes	hierarki	samt	begrunde	og	anvende	regneregler	
- forstå	og	anvende	formler	og	matematiske	udtryk,	hvori	der	indgår	variable	
- anvende	funktioner	til	at	beskrive	sammenhænge	og	forandringer	
- arbejde	med	funktioner	i	forskellige	repræsentationer	
- løse	ligninger	og	enkle	ligningssystemer	og	ved	inspektion	løse	enkle	uligheder	
- bestemme	løsninger	til	ligninger	og	ligningssystemer	grafisk.	
	
Sammenligner	man	ovenstående	trinmål	med	de	faglige	mål	og	kernestoffet	for	matematik	på	
htx,	kan	man	se,	at	matematikken	på	de	to	uddannelser	ligger	fint	i	forlængelse	af	hinanden.	
Problemerne	opstår,	når	eleverne	i	grundskolen	af	forskellige	årsager	ikke	har	erhvervet	sig	
disse	kundskaber.	I	læsevejledningen	fremhæves,	at	der	skal	arbejdes	med	tal	og	algebra	i	
behandling	af	problemstillinger	fra	hverdagen	og	ikke	blot	gennem	rene	talopgaver	og	
manipulation	med	bogstavudtryk.	Dette	er	dog	også	en	vigtig	del,	i	dét	algebra	ikke	kan	blive	
et	anvendeligt	sprog,	der	kan	benyttes	i	forbindelse	med	beskrivelse	af	generaliseringer	og	
sammenhænge,	hvis	man	ikke	kan	omskrive	symboludtryk.	
De	aktiviteter	man	arbejder	med	i	grundskolen,	kan	beskrives	ved	hjælp	af	GTG‐modellen.	I	
læsevejledningen	er	arbejdet	med	algebra	beskrevet	ved	hjælp	af	den	algebraiske	cyklus,	som	
illustreret	på	figur	4.	Vi	genfinder	de	generationelle	aktiviteter	som	oversættelse	og	
opskrivning	af	algebraiske	udtryk,	de	transformationelle	aktiviteter	som	omskrivning	af	
algebraiske	udtryk	og	det	globale/metaniveau	som	tolkning	af	udtryk	og	oversættelse	af	
hændelser.	
	 	
																																																								
4	Dette	kan	være	problematisk,	idet	praksis	på	skolerne	ikke	nødvendigvis	afspejler	styredokumenterne	
intentioner.	Dette	er	tydeliggjort	i	EVA	(2012)	hvorfra	dette	citat	er	hentet:	”Nogle	lærere	har	den	holdning	til	
Fælles	Mål,	at	Fælles	Mål	er	vejledende	snarere	end	et	forpligtende	afsæt	for	deres	undervisning.	Det	indebærer,	
at	Fælles	Mål	på	forskellig	vis	har	indflydelse	på	den	måde,	lærerne	planlægger	og	tilrettelægger	deres	
undervisning	på,	men	at	lærerne	i	høj	grad	udvælger	det	fra	Fælles	Mål,	som	de	finder	brugbart”	(s.	37).	
Rapporten	viser	endvidere,	at	mange	matematiklærere	i	grundskolen	slet	ikke	kender	til	hverken	Fælles	Mål	
eller	de	tilhørende	vejledninger.	
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Arbejdet	med	algebra	kan	ses	som	cirkulært.	Arbejdet	består	af	faser	med	
	
• oversættelse	af	en	hændelse	
eller	en	problemstilling	til	et	
algebraisk	udtryk	
• omskrivning	af	symboludtryk	
• tolkning	af	symboludtryk	(der	
igen	knyttes	til	hændelsen	
eller	problemstillingen)	
	
Det	er	altså	nødvendigt	at	kunne	
håndtere	alle	faser	af	den	algebraiske	
cyklus,	hvis	algebra	skal	blive	et	
brugbart	sprog	og	redskab.(UVM,	
2009,b)	
		
	
	
Vi	har	altså	en	forventning	om,	at	eleverne	har	udført	de	tre	forskellige	typer	aktiviteter	fra	
GTG‐modellen,	der	karakteriserer	begrebsindlæring	af	algebra.	Imidlertid	viser	såvel	vore	
erfaringer	som	detektionstesten,	at	disse	aktiviteter	ikke	fører	til,	at	alle	elever	kan	håndtere	
de	forskellige	faser	i	den	algebraiske	cyklus,	og	de	derfor	oplever	problemer,	når	de	møder	
matematiske	områder,	der	forudsætter	anvendelse	af	algebra.	
	
Vi	vender	os	derfor	atter	mod	den	internationale	forskning,	for	at	undersøge,	hvor	og	hvorfor	
elever	har	problemer	med	begrebsindlæringen.	I	afsnittet	Vejledningens	tre	faser	vil	vi	
sammenholde	forskningsresultaterne	med	vore	egne	observationer.			
Et	anerkendt	problem	er	overgangen	fra	aritmetik	til	algebra.	Her	benyttes	forskellige	
tilgange	bl.a.	multiple	repræsentationer	som	regneark,	tabeller	og	grafer.	Imidlertid	har	
mange	elever	svært	ved	at	koble	symboler	med	de	øvrige	repræsentationsformer,	der	ofte	
giver	bedre	mening	for	dem5.	Der	er	delte	meninger	om	hvorvidt	"hjælpemidler"	som	vægte,	
stænger,	linealer	etc.	har	positiv	betydning,	når	elever	skal	lære	at	manipulere	ligninger	og	
skal	forstå	ligheder.	
Almindeligt	forekommende	fejl	er	fx	at	sætte	usynlige	parenteser	og	misforstå,	hvad	det	vil	
sige,	at	to	objekter	er	ækvivalente.		
	
																																																								
5	Vi	mener,	at	nogle	af	disse	problemer	skyldes,	at	mange	elevaktiviteter	foregår	i	samme	rækkefølge:	forskrift		
tabel		graf.	Kun	sjældent	bliver	eleverne	bedt	om	at	arbejde	med	andre	skift	i	repræsentationsform,	og	det	
giver	en	svagere	begrebsdannelse.	
Figur	4 	Algebraisk	cyklus
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Algebra	i	gymnasiet	
I	modsætning	til	den	didaktiske	forskning	på	grundskoleområdet,	er	der	færre	studier	af	
generationelle	aktiviteter	med	fokus	på	bogstaver	og	symboler	på	gymnasieniveau.	Men	den	
forskning,	der	er	på	området,	viser,	at	eleverne	fortsat	oplever	problemer.	De	kan	ikke	se	
strukturer,	generelle	love	og	mønstre,	og	de	mangler	abstrakt	forståelse	uafhængig	af	
konkrete	talberegninger.	Især	brug	af	parametre	giver	vanskeligheder	og	kun	meget	få	elever	
kan	redegøre	på	forskellen	mellem	en	parameter,	en	variable	og	en	ubekendt.	
For	at	imødegå	disse	problemer	arbejdes	der	med	algebra	i	sammenhæng	med	funktioner.	
Funktionsbegrebet	er	imidlertid	også	meget	svært,	blandt	andet	overgangen	fra	proces	til	
objekt	er	vanskelig.		Omvendt	kan	det	hjælpe	eleverne,	at	arbejde	med	funktioner,	der	er	
nemmere	at	placere	i	en	kontekst,	og	som	kan	aktivere	flere	begrebsbilleder,	samt	give	flere	
løsningsstrategier.	
I	modsætning	til	yngre	elever	foretrækker	gymnasieelever	at	finde	symbolske	løsninger	frem	
for	grafiske.6	De	fleste	elever	har	en,	i	hvert	fald	overfladisk,	forståelse	af	sammenhængen	
mellem	en	symbolsk	og	en	grafisk	repræsentation,	hvorimod	de	har	det	sværere	med	
sammenhængen	mellem	en	symbolsk	repræsentation	og	en	tabel.	Dynamiske	visuelle	
repræsentationer,	hvor	forskellige	størrelser	kan	ændres	kontinuert,	giver	gode	resultater.	
Arbejder	man	længe	og	grundigt	med	multiple	repræsentationer	antyder	
forskningsresultaterne,	at	det	har	en	positiv	effekt	på	elevernes	læring.		
	
Vi	vender	os	herefter	mod	forskellige	transformationelle	aktiviteter,	der	skal	hjælpe	eleverne	
til	at	erkende,	at	et	algebraisk	udtryk	har	en	talværdi,	at	denne	talværdi	afhænger	af	
værdierne	af	de	indgående	symboler,	samt	at	talværdien	ikke	ændrer	sig	ikke,	når	man	
benytter	(lovlige)	algebraiske	regneregler	og	love	til	omskrivninger.	
Problemerne	med	at	opnå	en	sådan	erkendelse	er	mange	og	strækker	sig	fra	forståelsen	af	
hvilke	omskrivninger,	der	er	lovlige,	til	ækvivalensbegrebet,	fx	at	det	er	den	samme	løsning,	
man	får	trods	omskrivninger.	
Traditionelt	har	symbolsk	manipulation	været	en	”papir	og	blyant”	aktivitet,	men	forskning	
viser,	at	benyttelse	af	CAS	både	kan	forøge	den	begrebsmæssige	og	den	tekniske	forståelse,	så	
længe	man	ikke	glemmer	den	tekniske	side	af	sagen	og	udelukkende	lader	maskinen	klare	
denne	del.	Transformationelle	aktiviteter,	der	kombinerer	brug	af	CAS	og	”håndregning”	ved	
fx	graftegning,	udfyldelse	af	sildeben	og	omformulering	af	udtryk,	giver	et	positivt	resultat	på	
elevernes	begrebsdannelse.	Her	viser	det	sig,	at	når	elever	udvikler	teknikker	til	at	løse	en	
bestemt	type	opgaver,	fører	det	samtidig	til	en	form	for	teoridannelse.	
Undersøgelser	viser,	at	jo	mere	virkelighedsnære	opgaver,	der	arbejdes	med	‐	ikke	mindst	ved	
hjælp	af	it,	jo	mindre	fokus	er	der	på	symbolsk	manipulation,	og	dette	kan	som	beskrevet	
ovenfor	give	problemer	i	elevernes	arbejde	med	at	skabe	mening	i	algebra.	Det	er	en	tendens,	
vi	også	har	set	herhjemme,	hvor	man	som	matematiklærer	på	htx	kan	komme	til	at	
																																																								
6	Vi	mener,	at	en	forklaring	på	dette	er	den	opfattelse,	gymnasielærerne	har	af	hvad	”god	matematik”	er,	og	som	
de	bevist	eller	ubevist	overfører	til	eleverne.	
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nedprioritere	”grundlæggende	algebraiske	færdigheder”.	Det	ligger	i	htx‐profilen	at	arbejde	
med	virkelighedsnære	opgaver	og	modellering,	og	vi	skal	være	meget	opmærksomme	på	også	
at	holde	fokus	på	den	algebraiske	begrebsdannelse,	der	er	en	af	forudsætningerne	for	
udviklingen	af	ræsonnementskompetencen.		
Flere	internationale	undersøgelser	tyder	på,	at	lærerens	betydning	for	undervisningsudbyttet	
vokser	med	øget	brug	af	it.	Læreren	skal	sørge	for,	at	eleverne	reflekterer	og	undersøger	de	
resultater,	som	et	matematikprogram	giver,	og	at	der	følges	op	med	gruppe‐	og	
klassediskussioner.	
Vi	afslutter	dette	afsnit	om	transformationelle	aktiviteter	med	at	nævne	et	område,	hvor	
mange	gymnasieelever	oplever	problemer,	nemlig	løsningen	af	kvadratiske	ligninger	både	af	
formen	 2 0Ax Bx C   	og	 ( ) ( ) 0x a x b    .	På	den	ene	side	kan	de	fleste	elever	”opdrages	
til	at	indsætte	i	standardløsningsformlen,	men	samtidig	forstår	de	ikke	x'erne	i	de	to	led	 2Ax
og	Bx er	ens,	eller	at	x'et	i	de	to	parenteser	ikke	antager	forskellige	værdier	samtidig.	For	at	
afhjælpe	problemerne	anbefales	det	at	arbejde	med	sammenligning	af	grafiske	og	analytiske	
løsninger.	
	
Vi	har	nu	redegjort	for	nogle	af	de	internationale	resultater	om	elevers	læring	af	algebra,	samt	
hvor	der	ofte	opstår	problemer,	og	vi	har	set	på	hvilke	forudsætninger	vore	egne	elever	har,	
når	de	kommer	fra	grundskolen.	Herfra	vender	vi	os	mod	matematikvejledningen	af	elever	
med	indlæringsvanskeligheder,	der	skyldes	manglende	begrebsdannelse	indenfor	algebra.		
Vejledningens	tre	faser	
Som	matematikvejleder	skal	man	først	kunne	identificere	de	elever,	der	har	brug	for	
vejledning,	hernæst	skal	man	kunne	diagnosticere,	hvilke	problemer	der	er	tale	om,	og	endelig	
skal	man	ved	hjælp	af	forskellige	redskaber	intervenere	mod	disse	problemer,	så	elevernes	
matematiklæring	forbedres.	
I	dette	afsnit	beskrives,	hvordan	vi	er	gået	igennem	de	3	trin.	De	konkrete	resultater	og	
observationer	findes	i	afsnittet	Empiri,	og	i	den	afsluttende	diskussion	ser	vi	på,	hvordan	
fremgangsmåden	kan	rettes	til,	så	vejledningen	kan	effektiviseres	og	forbedres.	
1.	fase:	Identifikation	
For	at	identificere	de	elever,	der	har	så	store	indlæringsvanskeligheder	i	matematik,	at	de	har	
behov	for	vejledning,	har	vi	benyttet	en	test,	der	indeholder	overvejende	transformationelle	
opgaver	inden	for	områderne	talforståelse,	symboler	og	matematiske	konventioner	samt	
variabelsammenhæng	og	transformationelle	opgaver	om	ligninger.	Vi	har	endvidere	bedt	
klassernes	matematiklærer	på	forhånd	udpege	de	elever,	de	mener,	vil	have	problemer	med	
testen.	På	baggrund	af	testresultaterne	og	vores	eget	forhåndskendskab	til	eleverne	udvalgte	
vi	hhv.	en	(Pihl)	og	tre	(Schou)	elever,	som	var	særlig	svage,	og	som	vi	har	arbejdet	videre	
med.	
Side	36	af	242	
	
2.	fase:	Diagnosticering	
Detektionstest	1	hjalp	os	med	at	identificere	nogle	af	de	problemer	eleverne	har	med	algebra.	
For	yderligere	at	undersøge	arten	af	læringsvanskeligheder	blev	de	fire	udvalgte	elever	
interviewet	om	nogle	af	de	opgaver,	de	ikke	havde	lavet	korrekt.	Det	fremgik	af	samtalerne,	at	
eleverne	på	nogle	områder	helt	manglede	begrebsbilleder,	der	kan	hjælpe	dem,	og	andre	
steder	stemte	begrebsbillederne	ikke	overens	med	de	formelle	regler,	hvilket	førte	til	
”hjemmelavede”	regneregler.	Vi	kunne	bl.a.	diagnosticere	problemer	på	følgende	områder	
kendt	fra	den	internationale	forskning:	
	
- overgangen	fra	tal	til	symboler	fx	betydningen	af	skrivemåder	som	a2	og	2a	
- metode	frem	for	forståelse	(kan	løse	ligninger,	hvor	den	ubekendte	betegnes	x	men	
ikke	a	og	kan	med	formuleringen	”løs	ligningen”	men	ikke	med	anden	ordlyd)	
- ”detachment	of	a	term	from	the	indicated	operation”	og	”jumping	of	with	the	posterior	
operation”	
- manglende	forståelse	af	sammenhæng	mellem	forskellige	repræsentationer.	
	
Vi	fandt	især	problemer	inden	for	ligningsløsning	altså	transformationelle	aktiviteter,	og	
besluttede	at	fokusere	på	dette	område	i	interventionen.	
3.	fase:	Intervention	
Ud	fra	vores	første	samtaler	med	eleverne	og	diagnosticeringen	af	væsentlige	problemer,	
lavede	vi	en	række	nye	opgaver	af	samme	type	som	de	transformationelle	opgaver	i	
detektionstest	1.	Formålet	med	disse	opgaver	var	tosidet.	På	den	ene	side	ville	vi	gerne	
yderligere	udforske	elevernes	forståelse	af	algebra	og	ligningsløsning:	hvilke	begrebsbilleder,	
de	har	erhvervet	sig,	hvordan	disse	stemmer	overens	med	begrebsdefinitionerne,	samt	hvor	
robust	elevernes	forståelse	af	algebra/ligningsløsning	er.	Med	sidstnævnte	punkt	menes	i	
hvor	høj	grad	forskellige	repræsentationer	af	ligninger	og	løsninger	kan	bringes	i	spil.	På	den	
anden	side	ville	vi	bruge	elevernes	svar	som	udgangspunkt	for	en	vejledning.		
Interventionen	foregik	efter	følgende	model:	
	
- Eleverne	laver	opgaverne,	mens	de	bliver	observeret.	Undervejs	forklarer	de	
(skriftligt)	hvilke	overvejelser	de	gør	sig.	
- Eleverne	interviewes	om	deres	løsning	af	opgaverne.	
- Fejl	og	misforståelser	diskuteres.	
	
For	at	se	om	vejledningen	havde	nogen	effekt,	fik	eleverne	ca.	en	måned	efter	vejledningen	en	
ny	række	opgaver	af	samme	type,	der	blev	rettet	men	ikke	diskuteret	med	eleverne.	I	løbet	at	
denne	måned	havde	vi	som	undervisere	fokus	på,	at	stille	eleverne	tilsvarende	opgaver	i	
Side	37	af	242	
	
undervisningen	og	støtte	dem,	når	de	havde	problemer.	Eleverne	på	OTG	blev	endvidere	bedt	
om	regelmæssigt	at	gå	ind	på	Træneren7	og	regne	relevante	opgaver.	
Empiri	
I	dette	afsnit	præsenteres	de	resultater	vi	fik	fra	detektionstest	1,	samt	de	observationer	vi	
gjorde	os	under	samtalerne	med	de	udvalgte	elever.	
Metode	ved	brug	af	den	diagnostiske	test	
På	CPH	West	blev	alle	elever	på	1.	år	htx	testet.	Eleverne	er	fordelt	på	4	klasser	med	23	elever	
i	1.	mf,	29	elever	i	1.bio,	13	elever	i	1.kod	og	24	elever	i	1.	tip.8	Testen	blev	foretaget	i	ugerne	
41	og	43	2012.	Det	vil	sige	cirka	9‐11	uger	efter	elevernes	start	på	htx.	På	CPH	West	starter	
eleverne	med	geometri	og	trigonometri	og	bliver	derfor	ikke	”trænet”	i	almene	færdigheder	i	
matematik.		
På	OTG	(Odense	Tekniske	Gymnasium)	blev	tre	klasser	på	1.	år	htx	testet.	Der	var	25	elever	i	
1.a,	26	elever	i	1.c	og	26	elever	i	1.h9.	Testen	blev	foretaget	i	uge	39,	det	vil	sige	7	uger	efter	
elevernes	start	på	htx.	På	OTG	starter	eleverne	med	ligninger	og	efterfølgende	trigonometri.	
Da	talmaterialet	fra	1.a	og	1.h	ikke	var	så	detaljeret	som	for	de	øvrige	klasser,	har	vi	valgt	ikke	
at	medtage	dem	i	det	følgende,	undtagen	i	tabel	1.	
Resultater	og	analyse	af	detektionstest	1	
I	tabel	1	er	eleverne	delt	op	efter	deres	studieretninger.	Da	vi	endvidere	ønsker	at	undersøge,	
om	der	er	nogen	sammenhæng	mellem	elevernes	resultater	og	deres	køn	er	det	tillige	angivet,	
hvor	stor	andelen	af	piger	er	i	klasserne.		
	
	 1.	mf	 1.	bio	 1.	kod	 1.	tip	 1.	a	 1.	c		 1.	h	
Antal	elever	i	testen	 23	 29	 13	 21	 25	 26	 26	
Andel	piger	i	%	 20	 62	 23	 0	 0	 54	 4	
Gennemsnit	rigtige	 28,0	 26,8	 28,6	 28,8	 36,7	 33,5	 32,0	
Bedste/dårligste	
pointtal	 44/16	 49/15	 47/14	 37/19	 ‐/‐	 43/24	 ‐/‐	
Tabel	1		Inddeling	efter	klasser	
																																																								
7	Træneren	på	adressen	http://traeneren.emu.dk	er	en	internetportal	med	selvrettende	matematikopgaver	på	
flere	niveauer,	bl.a.	kan	man	finde	opgaver	med	løsning	af	ligninger.	
8	mf	=	studieretning	med	Matematik	A,	Fysik	A	og	Idehistorie	B,	bio	=	studieretning	med	Bioteknologi	A,	
Matematik	A	og	Idehistorie	B,	kod	=	studieretning	med	Kommunikation	A,	Design	B	og	Samfundsfag	B	og	tip	=		
studieretning	med	Teknologi	A,	Informationsteknologi	B	og	Programmering	C			
9	a	=	studieretning	med	Matematik	A,	Fysik	A	og	Statik	og	styrkelære	C,	c	=	studieretning	med	Bioteknologi	A,	
Matematik	A,	Psykologi	C	og	h	=	studieretning	med	Engelsk	A,	Kommunikation/it	A	og	Samfundsfag	B		
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En	sammenligning	af	de	5	klasser	viser	tydelige	forskelle.	På	OTG	får	eleverne	et	væsentligt	
højere	gennemsnit,	end	de	gør	på	CPH	West.	Noget	af	dette	kan	skyldes,	at	eleverne	er	blevet	
introduceret	til	ligninger	på	OTG	men	ikke	på	CPH	West.	Man	bemærker,	at	klasserne	med	
bioteknologi	har	mange	piger,	hvilket	er	typisk	for	alle	htx‐skoler.	På	grundlag	af	dette	
talmateriale	er	der	ikke	belæg	for	at	sige,	at	der	er	nogen	sammenhæng	mellem	elevernes	valg	
af	studieretning	(valg	af	matematik	A/matematik	B)	og	deres	formåen	inden	for	algebra.	
	
I	tabel	2	er	eleverne	delt	op	efter	køn	og	efter	skole.	
	
	 Drenge
CPH	
Piger	
CPH	
Drenge
OTG	
Piger	
OTG	
Antal	elever	i	testen	 60	 26	 12	 14	
Gennemsnit	rigtige	 29,2	 24,9	 35,4	 31,8	
Bedste/dårligste	pointtal	 49/19	 47/14	 43/24	 40/25	
Tabel	2		Inddeling	efter	køn	og	skole	
Tabellen	visen,	at	der	er	tydelige	forskelle	på,	hvordan	kønnene	klare	sig.	Det	gælder	for	
begge	skoler,	at	pigerne	scorer	ca.	4	point	mindre	i	gennemsnit	end	drengene.	På	CPH	West	er	
der	stor	variation	i	pigernes	præstationer,	mens	det	på	OTG	er	en	mere	homogen	flok	(de	
kommer	alle	fra	samme	klasse).	For	drengene	er	der	ikke	den	samme	store	forskel.	
	
Bilag	3	viser	hvorledes	alle	elever	har	klaret	spørgsmålene.	Første	søjle	angiver	hvilken	
klasse/studieretning	eleven	kommer	fra,	anden	søjler	angiver	kønnet.	Herefter	følger	de	57	
spørgsmål	i	testen.	Yderst	til	højre	viser	søjlen	SUM,	hvor	mange	rigtige	svar	hver	elev	har	
opnået.	I	de	fire	sidste	søjler	ses	antallet	af	rigtige	svar	opdelt	i	de	fire	kategorier:	symboler	og	
konventioner	(16	spørgsmål),	talforståelse	(21	spørgsmål),	ligninger	(12	spørgsmål)	samt	
variabelsammenhæng	(8	spørgsmål).	Hvordan	detektionstestens	spørgsmål	er	kategoriseret	
kan	findes	i	Bilag	2.	
Ser	man	på	de	enkelte	spørgsmål,	er	der	en	række	opgaver,	som	næsten	alle	elever	svarer	
korrekt	på	(mere	end	90	%).	Det	drejer	sig	om	spørgsmål	nr.	1,	5,	30,	38,	51	og	52.		Dette	er	
opgaver,	som	enten	handler	om	symboler	og	matematiske	konvention	eller	om	talforståelse.	
Ligeledes	er	der	en	række	opgaver	som	stort	set	ingen	kan	svare	på	(mindre	end	10	%).	Det	
drejer	sig	om	spørgsmål	nr.	12,	32,	33,	37,	42,	47	og	57.	Her	er	der	tale	om	opgaver,	der	
handler	om	symboler	og	matematiske	konventioner,	ligninger,	en	enkelt	om	
variabelsammenhænge	og	en	om	talforståelse.	Vi	havde	en	forventning	om,	at	eleverne	ikke	
ville	klare	opgaverne	om	symboler	og	talforståelse	godt,	da	det	er	opgaver	med	større	
kompleksitet	end	de	øvrige.	Derimod	var	det	meget	overraskende	at	eleverne	havde	så	store	
problemer	med	opgaverne	om	ligninger.	I	bilag	3	viser	de	gule	felter	til	højre	i	skemaet,	hvilke	
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elever	der	har	50	%	eller	færre	rigtige	inden	for	hver	kategori,	og	hvor	der	altså	er	særlige	
problemer.	Her	ses	det	tydeligt,	at	selv	dygtige	elever	har	vanskeligheder	med	opgaver	om	
ligningsløsning,	og	vi	har	derfor	valgt	at	arbejde	videre	med	dette	område.	Der	er	ligeledes	
store	problemer	med	variabelsammenhæng,	som	den	sidste	søjle	indikerer.	Men	da	elevernes	
kendskab	til	dette	område	formodes	at	være	mindre,	har	vi	i	det	følgende	fokuseret	på	
ligningsløsningen,	der	dukker	op	i	mange	sammenhænge	i	undervisningen,	og	som	det	derfor	
er	vigtigt	at	få	afhjulpet	elevernes	problemer	med.	
	
I	de	følgende	figurer	og	tabeller	ser	vi	udelukkende	på	elevernes	besvarelse	af	de	12	opgaver	
om	ligninger.	Blandt	samtlige	elever	er	den	maksimale	score	10	rigtige	og	den	dårligste	score	
er	0	rigtige.	På	figur	5	kan	man	se	fordeling	af	antal	rigtige	svar	hos	eleverne.	
	
	
Figur	5	
	
Det	ses	af	diagrammet,	at	35	%	af	eleverne	kan	klare	halvdelen	eller	flere	af	opgaverne	om	
ligninger.		
Der	er	dog	stor	forskel	på	de	to	skoler.	På	OTG	er	det	ca.	65	%,	der	svarer	rigtigt	på	halvdelen	
eller	flere	af	opgaverne10,	hvorimod	på	CPH	West	er	det	kun	er	20	%,	der	kan	klare	halvdelen	
eller	flere	af	opgaverne.	
	
Opdeler	man	efter	køn	og	studieretning	(se	tabel	3),	genfindes	tendensen	til	at	pigerne	klarer	
sig	dårligere	end	drengene,	også	inden	for	området	ligninger.		
	
																																																								
10	Som	tidligere	nævnt	kan	dette	tilskrives,	at	man	på	OTG	har	arbejdet	med	ligninger	og	ligningssystemer.	
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	 1.	mf 1.	bio 1.	kod 1.	tip 1.	c	
Gennemsnit	rigtige	i	ligninger,	alle 3,69	 4,24	 3,85	 4,00	 6,23	
Drenge	 3,8	 5,0	 4,2	 4,0	 6,7	
Piger	 3,4	 3,8	 2,7	 ‐	 5,9	
Tabel	3		Gennemsnit	fordelt	på	køn	og	studieretning	
	
Tabel	4	viser	hvordan	de	15	bedste	elever	og	de	15	dårligste	elever	har	klaret	opgaverne	med	
ligninger.	
	
	 17	 18	 19	 20	 21 25 32 33 34 35 36	 37	
15	bedste	 14	 1	 10	 10	 10	 13	 3	 2	 13	 13	 14	 5	
15	dårligste	 4	 7	 2	 0	 4	 2	 2	 0	 4	 4	 0	 0	
Tabel	4		Antal	rigtige	opgaver	blandt	de	15	bedste	og	de	15	dårligste	besvarelser	
Det	er	bemærkelsesværdigt,	at	de	15	dårligst	placerede	elever	klarer	opgave	18	væsentlig	
bedre	end	de	bedste	elever.	Årsagen	kan	måske	findes	i	opgavens	formulering,	som	er	”Findes	
der	nogen	værdier	af	b ,	således	at	 bb  44 ?	Ja				Nej	”.	De	dårligst	placerede	elever	forstår	
ikke	opgaven	og	gætter,	og	halvdelen	gætter	rigtigt.	De	bedst	placerede	elever	svarer	muligvis	
forkert,	fordi	de	har	misforstået	opgaven	og	opfattet	den	som	ækvivalent	med	opgave	5	
(”Betyder	 b4 	det	samme	som	 b4 ?	Ja				Nej”),	hvor	svaret	er	nej.	
Alle	elever	klarer	opgave	32	dårligt.	Dette	kan	skyldes,	at	eleverne	ikke	kan	overskue	3	
ubekendt	i	en	ligning.	Eleverne	har	sandsynligvis	aldrig	set	noget	tilsvarende	før.	
Opgave	33	er	en	kvadratisk	ligning,	og	vi	ved	fra	internationale	undersøgelser,	at	næsten	alle	
elever	har	problemer	med	sådanne.	
I	opgave	37,	som	er	en	ligning	uden	løsning,	bryder	elevernes	metode	til	ligningsløsning	
sammen,	så	de	enten	ikke	får	svaret	eller	konkluderer	forkert.	
Blandt	de	15	bedste	er	der	20	%	piger	og	blandt	de	15	dårligste	er	der	60	%	piger.	Til	
sammenligning	er	andelen	af	piger	blandt	de	testede	elever	35	%.	Der	er	altså	markant	forskel	
på,	hvordan	drengene	præsterer	i	forhold	til	pigerne.	
Lærerens	forventninger	versus	elevernes	besvarelser	
Inden	eleverne	fik	detektionstest	1,	blev	deres	matematiklærer	bedt	om	at	udvælge	de	3‐5	
elever	fra	hver	klasse,	som	læreren	forventede,	ville	klare	sig	dårligst	i	testen.	Disse	elever	er	
markeret	med	gult	i	første	kolonne	i	bilag	3.	Det	viste	sig,	at	der	var	ganske	god	
overensstemmelse	mellem	forventning	og	resultat,	men	at	enkelte	elever	klarede	sig	helt	
anderledes	end	forventet.	Blandt	andet	blev	elever	fra	1.c	på	OTG	med	hhv.	32,	33,	34	og	39	
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point	vurderet	som	meget	svage	og	med	indlæringsproblemer.	Omvendt	blev	en	elev	med	29	
point	vurderet	som	meget	aktiv,	engageret	og	jævn,	og	en	elev	med	32	point	anses	i	skrivende	
stund	for	at	være	en	af	klassens	dygtigste	til	matematik.	Testen	hjalp	dog	med	at	identificere	
klassens	3	absolut	svageste	elever.		
På	CPH	West	blev	flere	elever	ikke	identificeret	som	elever	med	indlæringsvanskeligheder.	
Det	gjaldt	en	bl.a.	en	dreng,	som	startede	senere	i	klassen	end	de	øvrige	og	som	havde	et	stort	
fravær	i	matematik.	Eleven	var	”usynlig”.	Derudover	drejede	det	sig	om	5	piger,	som	alle	
sidder	i	en	klasse	med	matematik	på	A‐niveau.	Pigerne	er	ihærdige,	omhyggelige,	spørger	en	
del	og	afleverer	pæne	opgaver.	De	blev	derfor	ikke	”opdaget”	i	den	daglige	undervisning.	I	
diskussionsafsnittet	vender	vi	tilbage	til	forholdet	mellem	test	og	lærerobservationer,	og	
hvordan	begge	dele	bør	indgå	i	identificeringsfasen.	
Samtale	med	udvalgte	elever	
Af	praktiske	grunde	blev	de	elever,	der	skulle	interviewes,	valgt	i	Pihl	og	Schous	egne	klasser.	
Fra	CPH	West	blev	det	en	dreng	fra	1.	tip,	der	er	meget	arbejdsom	i	timerne,	spørger	meget,	
kommer	til	stort	set	alle	timer	og	afleverer	sine	afleveringsopgaver	til	tiden.	Disse	opgaver	har	
alle	haft	et	fornuftigt	niveau	(omkring	karakteren	7).		
På	OTG	blev	der	valgt	to	piger	og	en	dreng	fra	1.c,	som	ligeledes	var	både	aktive	og	
spørgelystne.	
I	bilag	3	er	de	fire	udvalgte	elever	markeret	med	fed	(tekst)	og	orange	(rækken).	I	tabel	5	ses	
hvordan	de	4	elever	har	klaret	opgaverne	i	ligninger.	1	angiver	korrekt	svar,	0	et	forkert	svar	
og	blank	markerer,	at	eleven	ikke	har	svaret	på	opgaven	
	
	 17	 18	 19	 20	 21	 25 32	 33 34 35 36 37	 sum	
A	 0	 1	 	 0	 0	 0	 0	 1	 1	 1	 4	
B	 0	 0	 	 	 1	 1	 0	 1	 3	
I	 1	 1	 0	 1	 0	 0	 0	 0	 0	 1	 1	 0	 5	
K	 1	 0	 	 0	 	 0	 0	 0	 0	 0	 0	 1	
Tabel	5	Resultater	fra	detektionstest	1	af	de	4	udvalgte	elever	for	opgaver	med	ligninger	
Det	ses	i	tabel	5,	at	de	udvalgte	elever	klarer	opgaverne	med	ligninger	dårligt,	der	er	
forholdsvis	mange	opgaver,	som	ikke	er	blevet	besvaret.	Dette	gælder	dog	ikke	for	elev	I.	
	
På	OTG	foretog	læreren	interviews	med	de	tre	udvalgte	elever,	her	kaldet	A	(pige),	B	(pige)	og	
I	(dreng).	Pigerne	blev	interviewet	sammen.	
Efter	udvælgelsen	blev	eleverne	interviewet	i	en	time	om	deres	resultater	af	den	diagnostiske	
tekst.	Det	var	ikke	kun	de	opgaver,	der	var	lavet	forkert,	men	også	nogle	af	de	korrekte	svar,	
der	blev	uddybet	for	at	afklare,	hvorfor	nogle	opgaver	var	besvaret	rigtigt,	mens	andre	–	og	
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tilsvarende	–	opgaver	var	lavet	forkert.	Løsningen	på	de	opgaver,	der	var	lavet	forkert	blev	
diskuteret	undervejs.	
Omkring	en	måned	senere	blev	eleverne	interviewet	igen,	denne	gang	også	elev	K	(dreng)	fra	
CPH	West.	Seancen	startede	med,	at	eleverne	sad	hver	for	sig	og	lavede	en	ny	test,	her	kaldet	
”Uddybende	test”	(se	bilag	4),	der	udelukkende	bestod	af	transformationelle	opgaver	indenfor	
ligningsløsning.	Med	denne	test	ville	vi	gerne	undersøge	nøjere,	hvor	elevernes	problemer	
var.	Vi	havde	derfor	lavet	flere	opgaver	af	samme	type,	men	hvor	ordlyden	var	lidt	forskellig:	
den	variable	hed	x,	s,	t	etc.	og	eleverne	blev	bedt	om	at	”løse	ligningen”,	”bestemme	t”,	”vise	om	
s	var	en	løsning”	osv.	Endelig	havde	vi	indføjet	nogle	illustrationer,	så	eleverne	kunne	løse	
ligningerne	grafisk,	hvis	de	kunne	koble	forskellige	repræsentationer.			
	
Følgende	transskriptioner	viser	eksempler	på,	hvorledes	elevernes	manglende	
begrebsbilleder	giver	dem	vanskeligheder	ved	at	forstå	og	dermed	lære,	grundlæggende	
algebra	som	fx	ligningsløsning.	Vi	ser	på	nedenstående	internationalt	anerkendte	problemer	
som	omtalt	i	afsnittet	Hvordan	elever	lærer	algebra:	
	
- overgangen	fra	tal	til	symboler	
- metode	frem	for	forståelse	
- ”detachment	of	a	term	from	the	indicated	operation”	og	”jumping	of	with	the	posterior	
operation”	
- problemer	med	multible	præsentationer	
- kvadratiske	ligninger	
Overgangen	fra	tal	til	symboler	fx	betydningen	af	skrivemåder	som	a2	og	2a.	
Lærer	og	elev	taler	om	opgaverne	fra	den	diagnostiske	test.	
Lærer:	“Vil	du	prøve	at	forklare,	hvad	du	forstår	ved	a2,	og	hvad	du	forstår	ved	2a?”	
I:	“Det	der	a2	har	jeg	kun	set	to	gange	før	i	folkeskolen,	til	eksamen	og	en	gang	før.	Jeg	kigger	
på	det	og	tænker:	der	står	a	og	2	foroven.	Hvad	kunne	det	være?	Kunne	det	være,	at	vi	har	2	af	
a?	Hvad	kunne	det	være?	plus	eller	gange?	eller	er	det	bare	2a	som	det	her?	(peger	på	det	
andet	udtryk	i	opgaven).	Men	så	er	det	ikke	2a,	for	man	vil	ikke	skrive	det	på	to	forskellige	
måder.	Der	er	et	formål	med,	at	man	skriver	det	på	den	her	måde	som	a2.	Men	så	tænkte	jeg	
på,	at	jeg	har	lært	noget	med,	at	der	er	noget,	der	er	usynligt.	Det	tog	mig	lang	tid,	før	jeg	kom	
med	den	tanke,	og	så	tænkte	jeg,	at	så	må	det	være	gange.	Så	må	det	være	sådan	her	 aa  ”.	
Eleven	ræsonnerer	sig	frem	til,	at	de	to	ting	må	betyde	noget	forskelligt	–	ellers	ville	man	
bruge	samme	skrivemåde.	Han	husker	også,	at	nogle	regneoperationer	”er	usynlige”,	dvs.	man	
skriver	dem	ikke,	men	de	ligger	implicit	i	udtrykket.	Men	der	er	ingen	sammenhæng	mellem,	
hvad	han	ved	om	at	regne	med	tal,	og	hvad	et	tilsvarende	symboludtryk	betyder.	Andre	steder	
viser	eleven,	at	han	uden	problemer	kan	beregne	32,	men	der	mangler	en	dybere	forståelse,	at	
talbegrebet	og	det	abstrakte	udtryk.			
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Løsning	af	ligninger	med	forskellig	ordlyd.	
Lærer	og	elever	diskuterer	opgaver	fra	den	uddybende	test.	
Lærer:	”Her	i	opgave	1	skriver	du	”Vi	laver	s	om	til	x”,	hvorfor	gør	vi	det?		
A:	”Fordi	det	er	lige	meget,	hvilket	bogstav	vi	bruger.	Det	vil	altid	være	det	samme.	Men	så	er	
det	bare	nemmere	for	mig,	at	lave	det	om	til	det	jeg	kender.”	
	
Det	vi	ser	her,	er	at	A	har	en	metode	til	at	løse	ligninger,	men	at	hun	ikke	kan	løse	dem,	hvis	
den	ubekendte	har	et	andet	navn	end	x.	Dog	er	hun	så	bevidst	om	sit	problem,	at	hun	kan	
ændret	navnet,	så	metoden	kan	bruges,	og	opgaven	kan	løses.	
	
At	der	er	problemer	med	ligningsløsning,	ser	vi	i	opgaverne	7	og	8,	hvor	A	ikke	kan	bruge	
begrebet	”løsning”.	Her	blander	B	sig	i	stedet	med	følgende	forklaring	på,	hvad	en	løsning	til	
en	ligning	er:	
B:	”At	x	er	lig	med	et	bestemt	tal	og	så…	altså	løsningen	er,	hvis	man	regner	sammen	som	en	
ligning,	og	så	finder	resultatet	x,	og	så	kan	man	sætte	x	ind	igen,	og	så	giver	det,	det	som	man	
fandt	før.”	
B’s	strategi	for	at	vise	om	et	givet	tal	er	en	løsning	er	først	at	løse	ligningen,	dernæst	at	se,	at	
det	var	det	tal	man	skulle	få,	og	tilslut	at	indsætte	det,	for	at	sikre	sig,	at	det	passer.	
At	man	skal	omkring	den	lille	omvej	først	at	løse	ligningen,	gentager	B	i	opgave	8.	
B:	”Jeg	løser	ligningen	og	får	at	 2x .”	
Lærer:	”Ved	du	så	at	det	er	en	løsning?”		
B:	”2	det	jo	x,	og	der	er	kun	 x21 ,	så	det	er	1.	Så	det	er	 11 	og	det	er	0,	og	så	passer	det.”	
B	har	altså	et	billede	af	en	løsning,	som	det	man	får,	når	man	løser	en	ligning,	og	først	derefter	
tjekker,	at	denne	rent	faktisk	passer	ind	i	ligningen.	Det	er	vigtigt,	at	B	får	rettet	sit	
begrebsbillede	til,	så	hun	ikke	har	brug	for	at	løse	ligningen	først,	idet	der	sidenhen	vil	komme	
mange	ligninger,	der	ikke	kan	løses	analytisk,	men	som	skal	løses	ved	fx	gæt	og	indsættelse.	
”Detachment	of	a	term	from	the	indicated	operation”	og	”jumping	of	with	the	posterior	
operation”,	der	betyder	at	man	ikke	udfører	den	operation	på	et	led,	som	er	angivet,	eller	at	
man	udfører	en	anden	operation,	som	står	foran	et	efterfølgende	led.	
I	den	følgende	samtale	viser	eleven	I,	hvorledes	han	løser	opgave	1	i	den	uddybende	test:	”Løs	
ligningen	 146  ss ”	
Elevens	beregninger	er	vist	på	figur	6.	
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Figur	6		I’s	løsning	af	opgave	1	
	
I:	”Der	står:	løs	ligningen,	og	så	var	der	2s…	og	lighedstegnet	betyder,	at	jeg	skal	isolere	s’et.	
Det	har	jeg	så	gjort.”	
Lærer:	”	og	hvad	gør	du?”	
I:	”Det	første	jeg	gør,	er,	at	jeg	tager	6	og	minusser	det	fra	den	ene	side	til	den	anden	side,	og	så	
har	jeg	s	alene	stående.	Så	tager	jeg	s,	og	da	der	er	gange,	dividerer	jeg	fra	den	ene	side	til	den	
anden.	Så	kommer	der	til	at	stå	s	divideret	med	s	er	lig	med	4	plus	1	minus	6.	Så	her	har	vi	kun	
s	på	den	ene	side	og	tallene	på	den	anden	side.	Så	regner	jeg	det	ud.	Så	giver	det	 1s .”	
Lærer:	”Hvordan	kan	du	tjekke	om	det	er	rigtigt?”	
I:	”Ved	at	sætte	det	ind.	  16  det	er	‐6,	og	hvis	vi	kigger	her	så	giver	det	  14  ,	ja	så	giver	
det	‐3.	Så	er	det	forkert!”	
	
Eleven	er	altså	helt	klar	over,	hvad	det	vil	sige	noget	er	en	løsning.	Han	ved	også	at	gange	og	
dividere	er	omvendte	operationer,	og	at	når	man	løser	ligninger,	skal	den	ubekendte	(uanset	
hvad	man	kalder	den)	isoleres	på	den	ene	side	og	tallene	på	den	anden.	Men	efter	hvilke	
regler	dette	kan	gøres,	ved	han	ikke.	Eleven	har	ingen	idé,	om	hvad	6s	og	4s	betyder,	og	at	6	er	
ganget	på	s,	afholder	ham	ikke	fra	at	trække	6	fra,	så	han	får	s	tilbage.	Her	bør	vejledningen	
følges	op	af	forskellige	aktiviteter,	der	kan	give	eleven	et	konkret	billede	af,	hvad	6s	betyder,	
og	hvordan	regnereglerne	opstår	ved	at	”man	hele	tiden	gør	det	samme	på	begge	sider	af	
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lighedstegnet”.	For	eksempel	kan	man	arbejde	frem	og	tilbage	mellem	ligninger	og	”historier”,	
hvor	s	betyder	noget	bestemt	og	ikke	noget	så	abstrakt	som	”en	ubekendt”.	
	
Manglende	forståelse	af	sammenhæng	mellem	forskellige	repræsentationer:	
Vi	ser	igen	på	opgave	8	i	den	uddybende	test,	hvor	ligningerne	 0121 x 	og	 6121 x 	skal	
løses.	Opgaverne	er	illustreret	af	grafen	for	funktionen 12( ) 1f x x  .	
Hvor	den	første	opgave	er	formuleret	som	”Er	2	en	løsning	til…”,	er	anden	opgave	stillet	som	
”Bestem	x	så…”.	Som	tidligere	set	ved	A	ikke,	hvad	en	løsning	er,	så	hun	erstatter	0	med	2	i	
ligningen,	men	kommer	ikke	videre.	I	anden	opgave	når	hun	frem	til,	at	 721 x .	
B’s	løsning	er	beskrevet	under	pkt.	2.		
Ingen	af	pigerne	har	nogen	anelse	om,	hvad	grafen	kan	bruges	til.	Følgende	dialog	viser,	at	de	
ingen	begrebsbilleder	har,	der	kan	hjælpe	dem	til	at	se,	at	graf	og	forskrift	er	to	sider	af	
sammen	sag.	B	erindrer	dog	undervejs	”noget	med	et	sildeben”:	
	
Lærer:	”A,	du	skriver	her	under	grafen	”skæring	=	‐1	og	hældning	er	1	til	højre	og	½	op.”	Det	
er	rigtigt.	Kan	du	bruge	det	til	noget?	(stilhed)	Prøv	at	se	på	den	øverste	ligning	(stilhed)	Hvad	
er	 121 x 	nede	på	grafen?”	
A:	”Det	er	selve	funktionen”	
Lærer:	”og	hvornår	er	den	lig	med	0?	Nu	står	der	jo,	at	den	skal	være	lige	med	0	(peger	op	på	
ligningen 0121 x ),	hvor	er	det,	funktionsværdien	er	0?	Kan	du	pege	på	det	sted?”	
A:	”Det	er	bare	et	vildt	gæt.	Jeg	vil	sige	derinde	(peger	på	(0,	0)),	eller	når	den	flugter	med	en	
akse.”	
Lærer:	”Her	står	der	en	forskrift	   121  xxf 	Hvad	betyder	det?	Hvordan	får	man	sådan	en	
ret	linje	frem,	som	grafen	er?	Det	er	rigtigt,	at	man	ved,	at	den	skærer	i	‐1,	og	så	går	man	en	ud	
og	½	op,	1	ud	og	½	op	osv.,	men	hvad	betyder	det,	at	et	punkt	ligger	på	den	her	linje?	(stilhed)	
Hvad	med	fx	det	her	punkt?	(peger	på	(1,	4)).	Hvis	man	går	1	ud	af	x‐aksen,	hvorfor	skal	man	
så	gå	4	op	af	y‐aksen?	Kan	man	regne	sig	frem	til	det?	”	
B:	”Ved	at	ændre	på	den	der	inde	(peger	på	udtrykket	for	  xf ).	I	stedet	for	‐1,	der	er	det	
punkt	dernede	(peger	på	skæring	med	y‐aksen)	så	vil	jeg	sige	+4”	
Lærer	”Hvad	er	det	vi	har	ud	af	den	her	akse?	(peger	på	x‐aksen).”	
B:	”Det	er	jo	x.	Det	er	den	der	skal	ændres	til	4.”	
Lærer:	”Hvad	sker	der,	hvis	du	sætter	4	på	x’s	plads?”	
B:	”Så	giver	det	3,	nej,	 14 x .”	
Lærer:	”Hvad	med	den	halve?!”	(lang	stilhed)	”Prøv	at	skriv	det	op.	Alle	de	steder	der	står	x	
skriver	du	4”	
B	skriver	   144 21 f 	”Står	der	et	gange	mellem	½	og	4?	Giver	det	så	ikke	2‐1=1?”	
Lærer:	”Hvor	finder	du	det	sted	på	grafen?”	
B	peger	på	(4,	1):	”Der.”	
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Lærer	”Rigtigt.	For	hvis	man	sætter	4	ind,	kommer	der	1	ud.	Det,	der	kommer	ud,	er	det	man	
skal	tegne	op	af	y‐aksen.	Det	er	præcis	det,	det	betyder,	når	man	skal	tegne	sådan	en	linje.”	
B:	”Er	det,	det	man	gør,	når	man	laver	det	der	sildebensdiagram?	Det	er	jo	meget	nemmere!”	
Lærer:	”At	lave	sildeben?”	
B:	”Ja!”	
Lærer:	”Så	nu	kan	du	lave	et	sildeben,	og	så	kan	du	tegne	punkterne	ind	i	et	koordinatsystem,	
og	så	kan	du	sige,	at	nu	har	du	regnet	værdierne	ud	for	nogle	x’er.	Men	det	passer	jo	også	for	
de	x’er,	der	ligger	i	mellem,	og	derfor	kan	du	tegne	hele	linjen.	Lad	os	prøve	at	gå	tilbage	til	
den	første	ligning	igen:	 121 x ,	hvornår	er	det	lig	med	0?	Hvad	skal	man	sætte	ind,	for	der	
kommer	et	0	ud?	
B:	”2”	(peger	på	punktet	(2,	0)).		
Lærer:	”Nemlig.	Kan	I	bruge	det	til	at	løse	den	anden	ligning?	Den	har	I	begge	to	regnet	ud,	
men	kan	man	også	bruge	figuren?	Nu	står	der	”Bestem	x	så	 6121 x ”	(meget	lang	stilhed).	
Hvad	svarer	til	 ( )f x her	i	ligningen?	
B:	”	 ( )f x 	det	er	jo	6.”	
Lærer:	”og	hvad	for	en	akse	tegner	man	den	op	af?”	
B:	”Derovre	(peger	på	6	på	y‐aksen),	så	bliver	det	jo	14,	og	det	passer	med	før!”	
A:	”Hvorfor	finder	man	det	på	y‐aksen?”	
Lærer:	”Det	gør	man	fordi,	sammenhængen	mellem	en	forskrift	og	en	graf	netop	er,	at	ud	af	
den	ene	akse	(peger	på	x‐aksen)	har	de	tal,	man	sætter	ind	i	forskriften,	og	så	vil	man	gerne	
finde	hvad	for	nogle	tal,	der	svarer	til,	når	man	sætter	forskellige	x’er	ind,	og	det	får	man	ved	
at	regne	det	her	ud	(peger	på	 12( ) 1f x x  ),	og	resultaterne	afsætter	man	ud	af	den	anden	
akse	(peger	på	y‐aksen).”	(Laver	et	par	eksempler…)	
A:	”Nåh”	
Lærer:	”Men	man	kan	også	gå	den	anden	vej,	og	sige	hvad	for	et	x	skal	jeg	sætte	ind	for	at	få	et	
bestemt	y?	A,	prøv	at	lave	et	eksempel.”	
A:	”Vi	vil	have	3	ud”	(peger	på	3	på	y‐aksen,	stilhed)	
Lærer:	”Hvad	for	et	x	har	du	så	brug	for?”	
A:	”Så	må	det	vel	være	8”	(går	vandret	til	højre	fra	3	på	y‐aksen	til	grafen	og	lodret	ned	til	8	på	
x‐aksen)	
Lærer:	”Nemlig!”	
	
Samtalen	viser,	at	pigerne	ikke	kan	veksle	mellem	de	forskellige	repræsentationer:	graf	og	
ligning.	B	fanger	det	forholdsvis	hurtigt,	og	har	nogle	erfaringer	med	at	skrive	støttepunkter	i	
en	tabel.	En	af	årsagerne	til	disse	problemer	kan	være	ureflekteret	brug	af	CAS.	Mange	elever	i	
grundskolen	benytter	graftegningsprogrammer,	og	på	gymnasieniveau	tegner	man	yderst	
sjældent	grafer	i	hånden.	Men	når	man	blot	skal	skrive	en	forskrift	ind	i	et	program,	og	straks	
kommer	grafen	ud,	så	får	eleverne	aldrig	opbygget	den	forståelse	af,	hvad	en	graf	er,	og	
hvilken	sammenhæng,	den	har	med	forskriften.	Ydermere	kan	det	skabe	endnu	større	
problemer	med	at	forstå,	hvad	den	ubekendte	x	er,	når	man	aldrig	får	den	oplevelse,	at	man	
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skal	sætte	forskellige	tal	ind	på	x’s	plads,	for	at	finde	tilhørende	y‐værdier,	eller	man	aldrig	
selv	aflæser	koordinater	fra	en	graf.	
	
Kvadratiske	sætninger:	
Vi	ser	på	opgave	5	fra	den	uddybende	test,	som	er	”Findes	der	nogle	værdier	for	m 	så	
233 mm  ?	Hvilke?”	På	figur	7	ses	K’s	besvarelse.	
	
Figur	7		K's	besvarelse	af	opgave	5	
Lærer:	”Hvad	har	du	gjort	i	opgave	5?”	
K:	”Jeg	har	prøvet	mig	frem	og	fandt,	at	1	og	3	passede.”	
Lærer:	”Hvad	mener	du	med	at	de	passer?”	
K	sidder	og	regner	efter	i	hovedet.	
K:	”m	=	1	ikke	er	rigtig.”	
Lærer:	”Hvad	betyder	 2m ?”	
K:	”Det	betyder	 mm  .”	
Lærer:	”Kan	du	ikke	skrive	det	op	på	den	måde?”	
I	fællesskab	får	de	samlet	begge	udtryk	på	den	ene	side	af	lighedstegnet	og	får	sat	m	uden	for	
parentes.	(0 ( 3)m m  )	
Lærer:	”Kan	du	nu	se,	hvilke	m‐værdier	der	kan	passe?	Hvornår	bliver	to	tal	ganget	med	
hinanden	lig	med	0?”	
K:	”Nja,	det	ved…”	
Herefter	taler	K	og	læreren	om	0‐reglen	og	med	lidt	hjælp	og	forklaring	kan	K	nu	
tilsyneladende	forstå,	at	det	er	m	=	0	og	m	=	3,	der	er	løsning	til	ligningen.	
I	opgave	6	som	også	er	en	kvadratisk	ligning	”Løs	ligningen	 042  xx ”	har	K	følgende	
løsning:	
	
Figur	8		K's	besvarelse	af	opgave	6	
Lærer:	”Hvad	gjorde	du	i	opgave	6?”	
Side	48	af	242	
	
K:	”Det	stod	x	i	anden,	og	det	fjerner	man	ved	at	tage	kvadratroden.”	
Lærer:	”Kan	man	bare	det?”	
K:	”Næ,	det	kan	man	vist	ikke.”	
Lærer:	”Hvad	skal	man	så	gøre?”	
K:	”Det	ligner	lidt	det	fra	opgave	5.”	
K	får	skrevet	opgaven	om,	således	at	der	nu	står	 ( 4) 0x x  ,	og	ved	hjælp	af	0‐reglen	kan	han	
nu	se,	at	x	=	0	og	x	=	4	er	løsninger	til	opgaven.	
I	opgave	7	fra	den	uddybende	test	som	er	”Er	 3x 	en	løsning	til	 23 xx  ?	Hvorfor?”.	K	har	
indsat	3	på	x‐ets	plads	og	vist,	at	det	bliver	det	samme	på	begge	sider	af	lighedstegnet.	Han	
ved	altså	godt	hvad	der	forstås	ved,	at	noget	er	en	løsning	til	en	ligning.	
	
Samtalen	viser,	at	K	ikke	har	det	store	kendskab	til	kvadratiske	ligninger.	Det	har	medført,	at	
han	i	første	omgang	har	gættet	sig	frem	til	løsningerne.	I	løbet	af	samtalen	får	han	
vist/forklaret	en	metode,	som	han	kan	bruge	i	disse	sammenhænge.	Han	kan	genkende	
opgave	6,	som	værende	meget	lig	med	opgave	5,	og	kan	bruge	den	nye	regel	(0‐reglen).	
Har	samtalerne	virket?	
For	at	se	om	vejledningen	havde	nogen	effekt,	gav	vi	eleverne	endnu	en	lille	prøve,	kaldet	
”Evaluerende	test”,	med	samme	type	opgaver	(Se	bilag	5).	
På	OTG	deltog	eleverne	A	og	I	og	begge	elever	scorede	9	ud	af	12	rigtige.	Elev	B	havde	skiftet	
klasse	og	deltog	ikke	længere	i	forløbet.	A	og	I’s	begrebsdannelse	om	hvad	en	ligning	er,	og	
hvordan	den	løses,	synes	at	være	blevet	noget	mere	robust	under	vejledningen,	idet	mange	af	
opgaverne	var	af	præcis	samme	type	men	formuleret	forskelligt.	Det	viste	sig,	at	A	stadig	ikke	
vidste	hvad	begrebet	”en	løsning”	betyder,	samt	at	ingen	af	eleverne	kunne	anvende	
nulreglen.	Det	skal	retfærdigvis	nævnes,	at	det	var	der	heller	ikke	mange	af	deres	
kammerater,	der	kunne.	Faktisk	opnåede	både	A	og	I	væsentlig	bedre	score	end	klassen	som	
helhed.		
På	CPH	West	deltog	K	og	han	scorede	8	ud	af	12	rigtig.	Han	havde	også	fået	et	langt	bedre	
resultat	end	fra	de	første	tests.	K	havde	problemer	med	opgave	3,	( xxx 352  )	hvor	x	R	er	
løsning.	Han	angiver	0,	1,	2,	3	og	4	som	løsning.	Han	har	prøvet	sig	frem	og	fundet	ud	af,	at	
disse	i	hvert	fald	passer.	I	opgave	5	( tt 327  )	har	han	muligvis	også	prøvet	sig	frem,	men	
får	ikke	gættet	på	 21x ,	da	det	ikke	er	et	helt	tal.	Det	kunne	se	ud	som	om	han	stadig	gætter	
løsninger,	når	ligningen	ser	lidt	anderledes	ud.	Han	har	fx	klaret	opgave	1	og	opgave	2	helt	
korrekt	med	mellemregninger.	I	opgave	2	gør	han	endda	prøve	for	at	se,	om	det	er	korrekt	det	
han	er	kommet	frem	til.	Der	er	tre	opgaver,	der	indeholder	kvadratiske	ligninger.	I	opgave	4	
svarer	han	ja	til	at	x	=0	er	løsning	til	 052  xx ,	men	han	har	ikke	skrevet	nogle	udregninger	
ved	svaret.		Opgave	6,	”Løs	ligningen ( 2) ( 4) 0x x    ”	er	sprunget	over.	Opgave	10,	”Hvilket	
x	gør	ligningen	 2 3 0x x  	sand?”.	K	skriver	0	og	3,	hvilket	også	er	korrekt,	men	da	der	ikke	er	
nogen	omskrivninger/udregninger,	kan	han	have	gættet	sig	frem.	I	forbindelse	med	de	
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kvadratiske	ligninger	er	det	svært	at	se	om	han	har	fået	rigtig	fat	i	0‐reglen.	Alt	i	alt	har	han	
klaret	den	evaluerende	prøve	meget	bedre	end	de	to	foregående	prøver/tests.	
Detektionstest	1	
Et	grundlæggende	redskab	i	dette	projekt	er	detektionstest	1	(bilag	1).	Testen	er	udarbejdet	
specielt	med	det	formål	at	undersøge	elevers	begrebstilegnelse	og	vanskeligheder	med	dette	
indenfor	området	algebra.	Vi	vil	her	diskutere	fordele	og	ulemper	ved	brug	af	en	sådan	test	og	
komme	med	enkelte	forslag	til,	hvordan	testen	kan	ændres,	så	den	bedre	kan	benyttes	til	at	
identificere	elever,	der	kan	have	gavn	at	tale	med	en	matematikvejleder.	
Nogle	af	testens	opgaver	ligger	langt	fra	den	matematik,	eleverne	tidligere	har	mødt.	Man	kan	
nævne	opgave	47	om	funktionsbegrebet,	der	stort	set	ikke	blev	besvaret	af	nogle	elever.	
Opgaver	som	denne	bidrager	ikke	med	ny	viden,	og	spørgsmålet	er,	om	det	ikke	vil	opleves	
mere	meningsfuldt	for	eleverne,	hvis	sådanne	opgaver	udelades.	Flere	opgaver	tester	mere	
hvad	eleverne	(tilfældigvis)	har	arbejdet	med	i	grundskolen	mht.	talmængder,	end	deres	
problemer	med	at	tilegne	sig	nye	begreber.	Det	gælder	fx	opgaverne	41,	42	og	49.	Det	er	
naturligvis	korrekt,	at	hvis	man	har	lært	noget	i	ordets	dybeste	forstand,	så	behøver	man	ikke	
huske	det,	men	man	kan	ræsonnere	sig	frem	til	løsningen	i	situationen.	Mange	elever	møder	
imidlertid	en	mere	instrumentel	tilgang	til	matematikken	i	grundskolen,	og	hvis	de	så	ikke	
”lige	kan	huske”,	hvad	de	skal	gøre,	når	de	bliver	stillet	overfor	opgaver,	har	eleverne	ingen	
redskaber	til	komme	frem	til	et	fornuftigt	svar.	Til	gengæld	kan	disse	opgaver	bruges	til	at	
undersøge,	hvilken	talforståelse	eleverne	har	erhvervet	sig,	når	de	møder	op	på	gymnasiet.	
Testen	består	af	57	opgaver	hvoraf	de	24	er	multiple	choice,	og	af	disse	har	23	opgaver	kun	to	
mulige	svar.	Eleverne	vil	altså,	blot	ved	at	gætte,	i	gennemsnit	få	ca.	12	rigtige	svar	i	disse	
opgaver.	Da	det	i	efterbehandlingen	af	testen	er	en	stor	fordel	med	MC	opgaver,	vil	vi	i	stedet	
for	at	erstatte	MC‐opgaverne	med	åbne	spørgsmål	anbefale,	at	nogle	af	opgaverne	
omformuleres,	så	der	er	flere	svarmuligheder	og	at	ja/nej‐opgaverne	som	minimum	får	en	
”ved	ikke”	mulighed,	og	at	eleverne	bliver	bedt	om	at	svare	på	alle	opgaver.	
Man	skal	også	være	opmærksom	på,	at	man	ikke	nødvendigvis	tester,	det	man	tror	man	tester.	
Der	optræder	ord,	som	eleverne	ikke	er	fortrolige	med	i	matematiksammenhæng,	så	de	ikke	
forstår	opgaven,	selvom	matematikken	måske	nok	er	kendt.	I	opgave	43	optræder	fx	ordet	
”sædvanlige”	om	brøker.	Andre	steder	er	det	sætningskonstruktionen,	der	virker	som	en	
barriere	som	fx	formuleringen	af	opgave	31.		
Det	er	bemærkelsesværdigt,	at	testen	kun	benytter	sig	af	en	enkelt	repræsentationsform	(den	
symbolske)11,	især	da	vi	fra	internationale	undersøgelser	ved,	at	grundskoleelever	har	langt	
lettere	ved	at	håndtere	grafiske	løsninger,	og	de	elever,	der	arbejdes	med	her,	netop	har	
afsluttet	grundskolen,	og	kun	lige	er	begyndt	at	arbejde	med	symboludtryk.	Det	er	vigtigt,	at	vi	
ikke	i	en	misforstået	iver	efter	at	følge	den	fagdidaktiske	forskning	glemmer	den	virkelighed,	
vi	befinder	os	i.	Således	kommenterede	elev	B	under	en	samtale	om	opgave	44,	at	det	ville	
have	hjulpet	med	en	figur,	for	”det	var	der	altid	i	grundskolen”.	Endvidere	bemærkede	hun	”at	
																																																								
11	undtaget	er	dog	opgave	47	
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man	ikke	var	vant	til	at	regne	med	symboler,	uden	det	kom	lige	efter	man	havde	set	
taleksempler”.	Opgaver	som	nr.	31,	45	og	46	vil	ligeledes	kunne	forstås	af	langt	flere	elever,	
hvis	de	illustreres	med	passende	figurer.	
	
Vi	har	benyttet	testen	til	at	afdække	hvilket	område,	der	især	optræder	som	snublesten	for	de	
testede	elever,	og	til	at	identificere	elever,	hvis	læringsvanskeligheder	vi	har	undersøgt	
nærmere	gennem	yderligere	tests	og	samtaler.		
Under	arbejdet	med	dette	projekt	fandt	vi	en	artikel	af	den	franske	matematikdidaktiker	
Brigitte	Grugeon‐Allys	(2012),	hvori	hun	beskriver	et	forskningsprojekt	med	en	diagnostisk	
test,	der	er	udviklet	i	Frankrig	ud	fra	GTG‐modellen12.	Vi	har	forsøgt	at	kontakte	Brigitte	
Grugeon‐Allys,	men	har	desværre	ikke	fået	svar.	Ifølge	forskningsprojektets	hjemmeside	
drejer	det	sig	om	en	selvrettende	test	med	relativ	få	spørgsmål,	og	det	vil	være	meget	
interessant	at	høre	nærmere	om	erfaringerne	med	denne	test.	
Identifikation	af	elever,	der	har	behov	for	
matematikvejledning	
Resultaterne	af	detektionstest	1	gav	anledning	til	identifikation	af	et	antal	elever,	der	udviste	
læringsvanskeligheder.	Vi	testede	163	elever	fra	7	klasser,	og	da	det	er	meget	tidskrævende,	
at	rette	tests	fra	så	mange	elever,	vil	der	være	en	pointe	i	at	formindske	den	tid	vejlederen	
bruger	på	at	rette	tests.		
En	mulighed	er	at	reducere	mængden	af	opgaver	i	detektionstest	1	(sandsynligvis	med	et	
informationstab	til	følge),	og	eventuelt	lade	den	enkelte	matematiklærer	give	og	rette	testen.	
På	baggrund	af	testresultaterne	og	lærerens	egne	observationer	i	undervisningen	samt	ved	
bedømmelse	af	skriftlige	afleveringer	kan	læreren	indstille	elever	til	matematikvejledning.	
Vejlederen	vurderer	dokumentationen	for	indstillingerne	og	udvælger	elever	til	yderligere	
test/samtaler.	
For	at	kvalificere	lærerens	observationer	kunne	matematikvejlederen	orientere	om,	hvad	man	
i	særlig	grad	skal	være	opmærksom	på,	fx	elever,	der	
	
- igen	og	igen	spørger	om	de	samme	ting	
- ikke	kan	svare	på	spørgsmål	
- ikke	gør	sig	bemærket	
- ikke	deltager	aktivt	i	undervisningen	
																																																								
12	Citat	fra	artiklen:	“Our	work	is	primarily	based	on	two	researches.	Grugeon	(1997)	created	a	model	of	
algebraic	competence	at	the	end	of	compulsory	education	that	could	be	used	as	a	reference	to	guide	the	
development	of	an	appropriate	diagnostic	(Artigue	and	al.	2002).	Using	an	international	synthesis	of	research	in	
the	didactics	of	algebra,	Kieran	(2007)	proposed	the	GTG	model	of	conceptualizing	algebraic	activities	[…].	
These	two	approaches	allow	a	categorization	of	the	types	of	problems	encountered	in	algebra:	problems	of	
generalisation	and	proof,	traditional	arithmetical	problems,	problems	where	algebra	appears	as	a	modeling	tool,	
algebraic	and	functional	problems.	We	use	these	approaches	to	define	tasks	for	a	diagnostic	test	and	to	define	
different	aspects	of	the	multidimensional	analysis	of	students’	activities	in	elementary	algebra.”		
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- har	problemer	med	deres	skriftlige	besvarelser	
- ikke	kan	komme	i	gang	med	opgaver	
	
På	længere	sigt	kan	det	være	hensigtsmæssigt	at	få	udviklet	nogle	elektroniske	tests	
(selvrettende),	som	afprøver	eleverne	i	et	eller	flere	matematiske	begreber.	Man	kan	forestille	
sig	en	række	af	tests,	som	kan	bruges	på	forskellige	tidspunkter	i	uddannelsen.	
Matematikvejlederen	får	testresultaterne	men	har	også	her	brug	for	input	fra	klassens	lærer,	
inden	en	elev	sendes	til	vejledning.	
Man	bør	dog	være	opmærksom	på,	at	brugen	af	tests	undervejs	i	uddannelsen	kan	skabe	
kollegiale	problemer,	idet	nogle	lærere	kan	føle,	at	det	i	lige	så	høj	grad	er	dem,	der	bliver	
testet.	Det	er	ikke	et	problem	ved	den	indledende	test	i	begyndelsen	af	gymnasieforløbet,	da	
den	vil	pege	tilbage	i	undervisningssystemet.	
Vi	anser	samarbejdet	mellem	matematiklæreren	og	matematikvejlederen	for	at	være	
grundstenen	i	identifikation	af	elever	med	indlæringsproblemer.	På	skoler	med	læsevejledere,	
vil	et	samarbejde	her	være	oplagt.	Som	nævnt	i	afsnittet	om	detektionstest	1,	kan	man	ikke	
være	sikker	på,	at	man	tester	det	man	tror.	Mange	elever	har	massive	læsevanskeligheder,	og	
det	har	indflydelse	på	deres	resultater	i	matematik.	Her	kan	læsevejlederen	bidrage	med	
viden	og	konkrete	forslag	til	aktiviteter,	som	forbedrer	elevernes	læseteknik.	
Findings	
Samtalerne	med	de	udvalgte	elever	har	på	mange	måder	åbnet	vore	øje	i	forhold	til	at	se	de	
problemer,	vore	elever	tumler	med.	Det	er	på	mange	måder	mere	bekvemt	ikke	at	lægge	
mærke	til	de	virkelige	problemer,	men	blot	svare	på	de	spørgsmål	eleverne	stiller.	Elever	er	
gode	til	at	afkode,	hvilke	svar	og	reaktioner	en	lærer	gerne	vil	have.	Når	eleven	som	svar	på	en	
forklaring	svarer:	”Åh	ja,	NU	forstår	jeg…”,	vil	mange	lærere	være	tilfredse	og	hurtigt	gå	videre	
til	den	næste	elev	med	hånden	i	vejret.	Måske	har	eleven	virkelig	forstået	svaret	på	den	
konkrete	opgave,	men	var	det	nu	også	hele	problemet?	Man	er	derfor	som	lærer	nødt	til	at	
grave	et	spadestik	dybere,	og	det	har	dette	projekt	hjulpet	os	med	at	gøre.		
	
Et	misforhold	mellem	begrebsbilleder	og	begrebsdefinitioner	skaber	problemer,	men	gennem	
undervisning	og	matematikvejledning	kan	vi	hjælpe	eleverne	med	at	skabe	flere	
begrebsbilleder,	der	bidrager	til	en	større	forståelse	af	den	formelle	matematik.	For	eksempel	
skal	man	være	opmærksom	på	både	at	inddrage	symbolske	og	grafiske	repræsentationer	ved	
ligningsløsning,	hvilket	har	hjulpet	vores	svage	elever.	
	
Vi	har	set	mange	eksempler	på	læringsvanskeligheder,	som	vi	tidligere	nok	har	bemærket,	
men	hvis	årsag	vi	ikke	var	beviste	om,	fx	
	
- problemer	med	at	forstå	hvad	en	løsning	til	en	ligning	er	
- problemer	med	at	forstå	og	skelne	mellem	forskellige	regneoperationer	
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- at	eleven	ikke	udfører	den	regneoperation	på	et	led,	som	er	angivet	men	benytter	en	
tilfældig	valgt	anden	operation		
- at	eleven	udfører	den	regneoperation,	som	står	foran	et	efterfølgende	led	manglende	
forståelse	af,	hvad	en	graf	viser.	
Diskussion	
Sammenhængen	mellem	elevernes	læringsforudsætninger	og	
deres	valg	af	studieretning	
Som	matematiklærer	i	forskellige	studieretninger	får	man	ofte	en	fornemmelse	af	at	”mat‐fys	
eleverne	er	dygtige	til	matematik”,	”biotekkerne	er	flittige”,	”tip’erne	er	alternative”	osv.	Men	
er	der	belæg	for,	at	når	man	er	dygtig	til	matematik,	så	vælger	man	en	studieretning	med	
matematik	A,	og	hvis	man	ikke	er	så	dygtig,	starter	man	i	en	matematik	B‐studieretning?	
Vores	erfaringer	siger	os,	at	efter	grundforløbet,	hvor	eleverne	har	mulighed	for	at	skifte,	vil	
de	dygtige	elever	samle	sig	i	mat	A	studieretningerne,	men	at	der	også	her	sidder	elever	med	
massive	læringsvanskeligheder,	omvendt	vil	der	også	i	matematik	B	studieretningerne	være	
elever,	der	er	meget	dygtige	til	matematik,	men	relativt	flere,	som	ikke	interesserer	sig	så	
meget	for	faget.		
Vores	undersøgelser	i	dette	projekt	har	vist,	at	når	eleverne	vælger	studieretning	i	forbindelse	
med	gymnasiestart,	har	størrelsen	af	deres	matematikvanskeligheder	ingen	betydning.	Vi	har	
altså	intet	belæg	for,	at	det	vil	være	en	fordel	at	tilrettelægge	undervisningen	på	de	to	
niveauer	forskelligt	for	at	tilgodese	elevernes	læringsforudsætninger.	Vi	mener	imidlertid	at	
der	er	en	pointe	i	at	tilrettelægge	undervisningen	forskelligt,	for	at	give	eleverne	et	godt	
grundlag	at	vælge	studieretning	på	efter	grundforløbet.	Det	er	i	grundforløbet,	eleverne	skal	
erkende,	hvilket	niveau	de	vil	kunne	klare.	
	
Forskellen	på	drenge	og	piger	
Vi	har	set,	at	pigerne	på	1.	år	htx	i	Ishøj	og	Odense	i	gennemsnit	har	et	lidt	dårligere	
udgangspunkt	i	algebra	end	drengene.	Det	er	vigtigt,	at	lærerne	er	særligt	opmærksomme	på	
dette,	da	pigerne	ofte	er	dygtige	til	at	skjule	deres	manglende	forståelse,	og	det	vil	resultere	i	
følgeproblemer,	hvis	vanskelighederne	ikke	opdages	og	rettes.	Fra	Hjemsted	og	Pihl	(2005)	
ved	vi	at	piger	gerne	vil	vise,	hvor	dygtige	de	er.	Det	gør	de	ved	at	bruge	meget	tid	på	at	læse,	
regne	opgave	og	hjælpe	hinanden.	Pigerne	får	derfor	næsten	altid	afleveret	deres	opgaver,	og	
deres	besvarelser	er	gode,	dvs.	alt	er	stort	set	regnet,	og	resultaterne	er	skrevet	pænt	op	med	
tegninger	og	forklaringer.	Til	gengæld	oplever	pigerne	ofte	problemer	med	selvstændig	at	
kunne	præstere	fx	i	forbindelse	med	en	skriftlig	prøve	eller	en	mundtlig	overhøring.	
Som	lærer	har	man	ansvar	for	at	skabe	en	god	klasserumskultur,	hvor	det	er	positivt	at	
spørge,	når	der	er	noget,	man	ikke	forstår.	Hvis	læreren	signalerer,	at	det	er	godt	at	spørge,	vil	
pigerne	gøre	det,	for	piger	gør	som	der	bliver	sagt!	
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Ved	at	opbygge	et	læringsmiljø,	hvor	det	at	kunne	spørge	frit	er	fuldt	acceptabelt,	vil	man	ikke	
blot	løfte	pigerne,	men	det	vil	også	forbedre	drengenes	resultater,	da	de	vil	være	med	på	en	
”lytter”.	Drenge	vil	ikke	vise	nederlag,	og	derfor	spørger	de	ikke	ind	til	begreber/emner	som	
de	ikke	forstår.	Når	drengene	spørger,	vil	de	ofte	pakke	spørgsmålet	lidt	ind,	fx	”Er	det	ikke	
denne	her	formel	jeg	skal	bruge?”	,	”Har	jeg	forstået	det	rigtigt,	når	…?”	På	den	måde	viser	de	
spørgende	drenge,	at	de	næsten	har	styr	på	det,	dvs.	de	er	tæt	på	succes.	Vi	skal	altså	også	
være	særlig	opmærksomme	på	de	svage	drenge,	der	ikke	vil	udstille	deres	
læringsvanskeligheder.		
Forskellen	på	drenges	og	pigers	tilgang	og	udbytte	af	undervisningen	er	dokumenteret	i	EVA‐
rapporten	”Køn,	karakterer	og	karriere	–	Drenges	og	pigers	præstationer	i	uddannelse”	
	(EVA,	2005).	Her	viser	man	blandt	andet,	at	selvom	der	ikke	er	synderlig	forskel	på	
gennemsnitskaraktererne	i	matematik	for	de	to	køn,	er	der	stor	forskel	i	spredningen.	Ifølge	
rapporten	opnåede	pigerne	et	lidt	højere	gennemsnit	end	drengene.	Imidlertid	viser	en	
analyse	af	tallene,	at	pigerne	er	en	mere	homogen	gruppe	end	drengene,	og	rigtig	mange	får	
middelkarakterer.	Drengene	er	derimod	mere	forskellige,	og	her	er	der	en	stor	gruppe,	som	
dumper	eller	lige	netop	består	samt	en	stor	gruppe,	der	får	topkarakterer.		
Vejledningssamtaler	som	intervention	
Når	en	elev	er	blevet	identificeret,	se	afsnittet	”Identifikation	af	elever,	der	har	behov	for	
matematikvejledning”,	og	diagnosticeret	med	en	eller	flere	læringsvanskeligheder,	som	
beskrevet	i	afsnittet	”Samtale	med	udvalgte	elever”,	skal	der	iværksættes	aktiviteter,	som	
medvirker	til,	at	eleven	kan	overvinder	(dele	af)	disse	vanskeligheder.	I	dette	projekt	har	vi	
vist,	at	samtaler	med	eleverne	om	deres	problemer	med	løsning	af	ligninger,	er	en	succesfuld	
metode.	Gennem	samtalerne	fik	eleverne	sat	ord	og	billeder	på	begrebsdefinitioner	indenfor	
emnet	og	de	fik	afprøvet	og	korrigeret	tilhørende	regneregler.	Samtalerne	har	den	fordel,	at	
allerede	diagnosticeringssamtalen	samtidig	kommer	til	at	fungere	som	vejledning,	samt	at	
man	under	hver	samtale	får	et	mere	indgående	kendskab	til	elevens	læringsvanskeligheder,	
og	derfor	løbende	kan	følge	op	og	justere	de	øvrige	interventionsaktiviteter,	man	iværksætter.	
Det	kan	fx	dreje	sig	om,	at	eleven	træner	opgaver/metoder	på	forskellig	måde.	Her	tænker	vi	
på:		
	
- Specielt	udviklede	opgaver	–	gerne	med	inddragelse	af	it	eller	en	kombination	af	it	og	
papir	+	blyant	som	foreslået	i	Kieran	(2007)	
- Træningsopgaver	fra	nettet	fx	Træneren	og	Kahn	Academy	(engelsk)	
- Brug	af	ressourcer	som	fx	Fri	Viden	og	YouTube	
	
Vi	forestiller	os,	at	et	vejledningsforløb	tilrettelægges	som	en	vekslen	mellem	samtaler	og	
aktiviteter,	hvor	eleven	selvstændigt	arbejder	med	udvalgte	opgaver/film	etc.	Afhængigt	af	
graden	af	læringsvanskeligheder	og	elevens	evne	til	at	overvinde	dem,	vil	forløbet	kunne	
forlænges.	Der	afsluttes	altid	med	en	opfølgende	samtale.	Selvstudierne	tilrettelægges	af	
vejlederen	i	samarbejde	med	eleven	og	evt.	elevens	egen	matematiklærer.		
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Konklusion	
Projektet	belyser	og	undersøger	matematikvejledningens	tre	faser:	identifikation,	
diagnosticering	og	intervention.	Som	identifikation	er	anvendt	en	kombination	af	
lærerobservationer	og	en	til	formålet	udviklet	test,	bestående	af	opgaver	indenfor	
talforståelse,	variabelsammenhæng,	ligninger	og	matematiske	symboler	og	konventioner.	
Man	ser,	at	problemer	med	ligningsløsning	fungerer	som	markør	for	generelle	problemer	
inden	for	algebra,	hvorfor	der	i	empirien	lægges	særlig	vægt	på	dette	område.		
Testresultaterne	giver	ikke	belæg	for	at	konkludere,	at	det	er	elever	uden	problemer	med	
algebra,	der	vælger	A‐studieretninger,	mens	elever	med	problemer	på	området	vælger	faget	
på	B‐niveau.	Der	er	derfor	ikke	basis	for	at	tilrettelægge	undervisningen	forskelligt	af	denne	
årsag.	Til	gengæld	viser	resultaterne,	at	der	er	en	tendens	til,	at	piger	klarer	sig	dårligere	i	
algebra	i	begyndelsen	af	htx‐uddannelsen.	Afslutningsvis	giver	en	evaluerende	test	en	
indikation	af,	at	samtalen	som	vejledningsform	kan	føre	til	opbygning	eller	aktivering	af	
begrebsbilleder,	der	gør	eleverne	bedre	i	stand	til	at	forstå	og	benytte	metoder	inden	for	
algebra,	og	derfor	i	nogen	grad	kan	afhjælpe	elevernes	læringsvanskeligheder.	
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DEL	2	–	Matematiske	ræsonnementer	og	bevisførelse	
Indledning	
Ræsonnementer	og	matematisk	bevisførelse	er	en	væsentlig	del	af	matematikfagets	identitet	
og	et	område,	der	ofte	volder	eleverne	problemer.	I	denne	del	har	vi	undersøgt	mulige	veje	til	
at	afhjælpe	nogle	af	disse	vanskeligheder.	
Netop	fordi	så	mange	elever	oplever	problemer	med	brug	af	matematiske	ræsonnementer,	
har	vi	valgt	at	undersøge	muligheden	for	ikke	blot	at	løfte	nogle	enkelte	elever,	men	derimod	
hele	klasser	ved	at	udnytte	den	dynamik,	man	oplever	i	klassediskussioner	og	gruppearbejde.	
I	oplægget	til	undervisningsforløbet	tages	der	udgangspunkt	i	de	særlige	vanskeligheder,	som	
nogle	særligt	udvalgte	elever	oplever.	
Som	redskab	til	identifikation	af	disse	elever	benyttes	en	detektionstest	udviklet	af	Mogens	
Niss	og	Uffe	Jankvist.	Testen	er	vedlagt	som	bilag	6.	En	analyse	af	klassernes	besvarelser	i	
kombination	med	interviews	af	4	udvalgte	elever	giver	indsigt	i	deres	særlige	problemer	i	
forhold	til	klassens	generelle	niveau.	
Til	at	beskrive	elevernes	forståelse	af	matematiske	ræsonnementer	benyttes	bevisskemaer,	og	
disse	danner	grundlag	for	de	mål,	der	opstilles	for	hver	af	de	udvalgte	elever.	Endelig	har	vi	
fundet	det	interessant	at	undersøge	elevernes	matematikforestillinger	(beliefs)	for	at	se	om	
disse	kan	forklare	elevernes	læringsvanskeligheder.	Matematikforestillinger	kan	endvidere	
benyttes	til	at	give	indblik	i,	hvordan	et	klassebaseret	undervisningsforløb	kan	påvirke	elevers	
opfattelse	af	forskellige	aspekter	ved	matematikken	i	almindelighed,	og	brug	af	
ræsonnementer	i	særdeleshed.	
Ræsonnementets	rolle	på	HTX	
Lad	os	starte	med	en	præcisering.	Vi	vil	i	dette	projekt	benytte	ordene	argument,	
ræsonnement	og	bevis	på	følgende	måde:	
	
Argument:	forsøg	på	at	sammenknytte	forskellige	påstande	eller	meninger	med	hinanden	
for	at	overbevise	en	læser/tilhører.	(Gyldendal,	2013)	
Ræsonnement:	en	kæde	af	forbundne	argumenter,	der	skal	retfærdiggøre	en	matematisk	
påstand.	(Niss,	2013a)	
Bevis:	en	logisk	deduktion,	der	hviler	på	et	sæt	af	præmisser,	og	som	er	fremsat	for	at	
retfærdiggøre	en	påstand	vedrørende	egenskaber	ved	og	relationer	mellem	veldefinerede	
matematiske	objekter.	(Niss,	2013a)	
	
Vi	ser	altså,	at	ræsonnementer	bygger	på	argumenter,	og	at	beviser	er	en	særlig	slags	
ræsonnement.	
Inden	vi	går	i	gang	med	at	undersøge	elevernes	opfattelse	af	matematiske	ræsonnementer	og	
bevisførelse	og	deres	kunnen	indenfor	området,	vil	det	være	på	sin	plads	at	kaste	et	blik	på	
Side	56	af	242	
	
styredokumenterne	for	htx	dvs.	læreplan	og	vejledning	for	faget	(UVM,	2013a‐d),	samt	
hvordan	kravet	om	ræsonnementskompetencen	kommer	til	udtryk	i	de	skriftlige	og	
mundtlige	prøver.	De	faglige	mål	for	uddannelse	har	nemlig	indflydelse	på,	hvad	det	vil	være	
relevant	at	undersøge,	og	hvordan	det	skal	undersøges.	
Læreplanen	(UVM,	2013a)	indledes	med	fagets	identitet,	hvorom	det	hedder:		
”Matematik	er	kendetegnet	ved	sin	aksiomatiske	opbygning	og	benyttelse	af	deduktion.	
Samtidig	giver	fagets	undersøgende	side	mulighed	for	udvikling	af	kreativitet”,	og	dette	
udfoldes	yderligere	under	de	didaktiske	principper.	Ræsonnementer	og	bevisførelse	anses	
altså	for	væsentlige	og	nævnes	direkte	som	et	af	fagets	mål:		
”…	opnå	fortrolighed	med	matematisk	tankegang	og	ræsonnement	og	selv	kunne	foretage	
matematiske	ræsonnementer”.		
Det	er	derfor	noget,	eleverne	bedømmes	på	‐	særlig	ved	den	mundtlige	prøve,	idet	man	under	
bedømmelseskriterier	genfinder	ordlyden	fra	de	faglige	mål.	Ved	den	skriftlige	prøve	skal	
eleven	”anvende	matematiske	teorier	og	metoder	til	løsning	og	dokumentation”	samt	”opstille	
og	behandle	modeller	samt	vurdere	resultater”.		På	begge	områder	stilles	krav	om,	at	eleverne	
skal	kunne	argumentere	for	deres	handlinger	på	baggrund	af	deres	matematiske	viden.	
Man	kan	fra	læreplanen	få	det	indtryk,	at	bevisførelse	på	htx	skal	opfattes	som	en	primært	
deduktiv	aktivitet,	hvor	eleverne	skal	kunne	reproducere	beviser	for	udvalgte	sætninger.	
Vejledningerne	for	matematik	A	og	B	uddyber	dette	yderligere	med	eksempler	på	hvilke	
bevisetyper,	der	med	fordel	kan	arbejdes	med	i	undervisningen.	Det	drejer	sig	om	de	beviser,	
der	forklarer	frem	for	blot	at	bevise	(Hanna,	1990).	
Som	eksempler	nævnes	beviser,	der	følger	af	en	konkret	figur,	som	fx	brugen	af	ligedannede	
trekanter	i	beviset	for	sætningen	om	afstand	af	et	punkt	til	en	ret	linje,	eller	udledningen	af	
formlen	for	halverings‐	/fordoblingskonstanten	for	en	eksponentialfunktion,	der	opstilles	ud	
fra	grafen.	Omvendt	frarådes	det	at	benytte	beviser,	der	kræver	tricks	eller	indførelse	af	
smarte	hjælpefunktioner	etc.	De	er	ofte	svære	at	huske,	fordi	eleverne	ikke	kan	se	meningen	
med	disse	”gode	idéer”.	Det	er	altså	i	høj	grad	bevisførelse	frem	for	det	enkelte	matematiske	
argument,	der	fokuseres	på.	
I	forbindelse	med	den	skriftlige	prøve	i	2011	blev	der	indført	en	ny	type	eksamensopgave,	
hvor	eleven	får	beregninger/figurer	og	selv	skal	argumentere	for,	hvordan	disse	fremkommer	
og	følger	af	hinanden.	Her	har	eleven	brug	for	at	kende	og	benytte	matematiske	
ræsonnementer,	og	dette	er	en	måde	at	skabe	fokus	på	ræsonnementskompetencen	indenfor	
den	skriftlige	del	af	faget.	I	dette	projekt	benytter	vi	opgaver	af	denne	type	i	såvel	
undervisningsforløbet	som	i	den	efterfølgende	test.	
Læser	man	hele	vejledningen,	fås	imidlertid	et	noget	mere	nuanceret	billede	af	forholdet	
mellem	ræsonnementer	og	bevisførelse.	Der	er	dog	ingen	tvivl	om,	at	vejledningen	med	fordel	
kan	genskrives,	så	det	matematiske	ræsonnement	i	sine	mange	former	kommer	i	fokus	frem	
for	den	aksiomatisk‐deduktive	bevisførelse.	At	det	netop	er	denne	type	ræsonnementer,	der	
fylder	meget	i	læreplan	og	vejledning	skal	ses	som	en	reaktion	på	de	tidligere	htx‐
bekendtgørelser,	hvor	det	var	anvendelsen	af	matematikken	i	praktiske	sammenhænge,	der	
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var	toneangivende.	Med	reformen	i	2005	var	det	vigtigt	at	præcisere,	at	matematik	på	htx	
også	har	en	teoretisk	side.		
Problemformulering		
Tidligere	erfaringer	har	vist,	at	algebra	fungerer	som	snublesten	for	mange	elever	med	
læringsvanskeligheder,	og	at	problemer	med	algebra	vil	forhindre	eleverne	i	at	vise	deres	
ræsonnementskompetence.	I	interventionen	fravælges	denne	type	opgaver	derfor,	og	i	stedet	
fokuseres	på	geometriske	argumenter.		
	
I	hvor	høj	grad	kan	de	identificerede	elevers	resultater	i	detektionstest	
2	 forklares	 ved	 læringsvanskeligheder,	 der	 udspringer	 fra	 deres	
matematikforestillinger	og/eller	deres	bevisskemaer?	
	
I	 hvilken	 udstrækning	 kan	 en	 klasserumsintervention	 med	 fokus	 på	
sociomatematiske	normer	bidrage	til,	at	de	identificerede	elever	opnår	
de	fastsatte	mål	for	ræsonnement	og	bevisførelse?	
Hvordan	 påvirker	 en	 sådan	 intervention	 klassens	 matamtikfore‐
stillinger?	
Elevers	matematikforestillinger	
I	denne	del	arbejder	vi	med	indlæringsproblemer	og	matematikvejledning	indenfor	området	
ræsonnementer	og	bevisførelse.	For	at	afdække	hvilken	type	vejledning	og	
undervisningsforløb,	det	vil	være	mest	hensigtsmæssigt	at	benytte,	vil	vi	undersøge	elevernes	
matematikforestillinger	primært	indenfor	det	nævnte	område.	Vi	vil	dels	sammenligne	de	
udvalgte	elevers	matematikforestillinger	med	hele	klassens	forestillinger,	for	at	se	om	disse	
eventuelt	adskiller	sig	på	væsentlige	punkter.	Samtidig	vil	vi	sammenholde	vore	elevers	
matematikforestillinger	med	internationale	undersøgelser,	for	eventuelt	at	kunne	udnytte	
andres	erfaringer	til	at	forklare	læringsvanskeligheder	og	i	planlægningen	af	interventionen.		
Hvad	en	elev	lærer	afhænger	af	mange	ting:	faglige	forudsætninger,	arbejdsindsats,	
motivation,	undervisningen,	etc.,	og	mange	af	disse	er	også	indbyrdes	afhængige.	Fx	vil	en	
elevs	arbejdsindsats	afhænge	af,	hvor	motiveret	eleven	er	for	at	lære,	omvendt	vokser	
motivationen	ofte,	når	man	føler,	man	lærer	noget,	hvilket	(forhåbentlig)	er	en	følge	af	en	god	
arbejdsindsats!	
International	forskning	(Op’t	Eynde	et	al,	2003)	har	vist,	at	et	område,	der	har	stor	indflydelse	
på	elevers	læring,	er	deres	matematikforestillinger	(beliefs).	Vi	vil	i	det	følgende	benytte	
følgende	definition	af	elevers	matematikforestillinger:	
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Vi	har	altså	at	gøre	med	de	bevidste	og	ubevidste	forestillinger,	elever	gør	sig,	om	hvad	der	er	
sandt	i	alt,	hvad	der	har	med	matematik	at	gøre.			
Man	kan	finde	mange	forskellige	kategoriseringer	af	matematikforestillinger.	Vi	har	her	valgt	
at	benytte	nedenstående	kategorier	for	at	undersøge	hvilke	forestillinger	og	”fordomme”	
elever	har	om	forskellige	aspekter	af	faget	(Op’t	Eynde	et	al	2003).	Det	drejer	sig	om	
matematikforestillinger	
	
- om	matematik	(fagets	natur,	områder	og	metoder,	undervisningen)	
- om	personen	selv	(mål,	middel,	indsats)		
- om	den	sociale	kontekst	(sociomatematiske	normer).	
Figur	9	viser,	hvordan	elevers	matematikforestillinger	afhænger	af	den	kontekst	de	befinder	
sig	i,	deres	individuelle	mål,	behov,	ønsker	osv.	samt	deres	opfattelse	af	matematikfaget.	
	
	
Figur	9		Model	af	elevers	matematikforestillinger	
	
Når	man	hører	eller	lærer	noget	for	første	gang,	vil	man	ofte	acceptere	det	uden	at	reflektere	
over,	hvorvidt	det	er	sandt	eller	ej	(Gilbert,	1991).	Matematikforestillinger	kan	derfor	være	
meget	svære	at	ændre,	og	det	er	ofte	først,	når	der	opstår	konflikter	eller	modstrid,	at	det	vil	
føre	til	en	ændring	(Spinoza,	1982).	Denne	observation	er	vigtigt	at	huske,	når	man	ønsker	at	
ændre	elevernes	forestillinger	af	fx	nødvendigheden	eller	naturen	af	et	matematisk	
ræsonnement.	En	elevs	matematikforestillinger	afhænger	af	den	sociale	kontekst,	som	
vedkommende	er	vokset	op	i,	og	af	den	klasserumspraksis	man	er	en	del	af.	Det	betyder	
	
Students’	 mathematics	 related	 beliefs	 are	 the	 implicitly	 or	 explicitly	 held	
subjective	conceptions,	they	hold	to	be	true	about	mathematics	education,	about	
themselves	as	mathematicians,	and	about	the	mathematics	class	context.	These	
beliefs	determine	 in	 close	 interaction	with	 each	other	and	with	 students’	prior	
knowledge,	their	mathematical	learning	and	problem	solving	in	class.	
Peter	Op’t	Eynde	et	al,	(2003)	
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samtidig	at	samme	aktivitet	eller	respons	kan	føre	til	nye,	forskellige	forestillinger	for	
forskellige	elever	afhængigt	af	elevernes	eksisterende	matematikforestillinger	(Pekhonen	&	
Tørner,	1996;	Underhill,	1988).	
Hvad	man	opfatter	som	sandt,	omfatter	såvel	vore	forestillinger	som	vores	viden.	Skønt	nært	
beslægtede	er	der	en	tydelig	forskel	på	de	to	begreber.	Hvor	forestillingerne	er	en	individuel	
konstruktion,	der	er	uafhængig	af	validiteten,	er	viden	en	social	konstruktion,	der	kræver	en	
sandhedsbetingelse	(Scheffler,	1965).	Det	er	”Samfundet”,	der	bestemmer,	om	noget	er	sandt	
eller	falsk.		
Som	et	resultat	af	den	måde	man	lærer	på,	vil	viden	optræde	i	”klynger”,	der	afhænger	af	den	
konkrete	situation	og	kontekst,	man	lærer	i.	Tilsvarende	optræder	forestillinger	i	klynger	–	
hvad	man	lærer	i	fx	en	undervisningssituation	accepteres	som	sandt	i	denne	kontekst	men	
ikke	nødvendigvis	udenfor	skolen	(Bogdan	1986)	og	ikke	nødvendigvis	i	et	andet	fag.	Som	
lærer	i	et	naturvidenskabeligt	fag	oplever	man	ofte	denne	form	for	mangel	eller	misforstået	
transfer	til	fx	kemi‐	og	fysikundervisning.	Det	er	tilstedeværelsen	af	disse	klynger,	der	
forklarer,	at	hvad	der	kan	synes	som	to	modstridende	forestillinger,	ikke	behøver	opfattes	
som	sådan	af	personen,	hvis	forestillingerne	tilhører	forskellige	klynger.	
Når	man	vil	undersøge	en	elevs	matematikforestillinger,	er	det	vigtigt	at	bemærke,	at	en	
person	sjældent	er	bevidst	om	sine	forestillinger,	og	at	spørgeskemaundersøgelser	eller	
interviews	derfor	ikke	nødvendigvis	kan	afdække	dem.	Mange	forestillinger	kommer	først	til	
udtryk	i	den	måde,	elever	agerer	på	i	forbindelse	med	fx	problemløsning.	For	at	afdække	en	
persons	matematikforestillinger	må	det	derfor	ske	indirekte	gennem	de	aktiviteter	
vedkommende	udfører	‐	gerne	i	interaktion	med	andre	(fx	Schoenfeld,	1985).		
	
I	denne	dels	empiridel	er	der	redegjort	for	vores	undersøgelse	af	elevernes	(klassen	fra	OTG)	
matematikforestillinger	på	enkelte	områder	(se	afsnittet	Undersøgelse	af	elevers	
matematikforestilling).	Med	ovennævnte	i	mente	må	vi	erkende,	at	der	nærmere	er	tale	om	
deres	selvopfattelse	af	egne	forestillinger	–	det	har	ikke	været	muligt	at	lave	en	tilbundsgående	
undersøgelse	af	elevernes	matematikforestillinger.	Imidlertid	er	undersøgelsens	resultat	et	
udmærket	grundlag	for	udviklingen	af	undervisningsforløbet	(se	afsnittet	
Undervisningsforløbet).	
Bevisskemaer	
I	arbejdet	med	at	udvikle	opgaver	til	undervisningsforløbet	om	ræsonnementer,	der	sammen	
med	samtaler	med	de	udvalgte	elever,	danner	rygraden	i	vejledningsforløbet,	har	vi	
beskæftiget	os	med	begrebet	bevisskemaer.	Gennem	disse	skemaer	kan	man	opnå	større	
forståelse	af,	hvordan	elever	erkender,	hvad	et	bevis	er,	og	hvordan	de	lærer	selv	at	bevise.	Vi	
har	benyttet	opbygningen	af	bevisskemaer	som	beskrevet	i	(Harel	og	Sowder,	2007).	I	
projektets	empiridel	benyttes	bevisskemaerne	til	at	diagnosticere	de	udvalgte	elever	samt	
opstille	mål	for	deres	udvikling	(se	afsnittet	Diagnosticering	af	udvalgte	elever).	
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Bevisførelse	er	et	af	matematikkens	særkender,	og	det	er	de	færreste,	der	stiller	
spørgsmålstegn	ved	vigtigheden	af	at	bevise	ting	i	matematik.	Imidlertid	har	rigtig	mange	
elever	store	vanskeligheder	ved	bevisførelse	og	dennes	byggesten:	det	matematiske	
argument.	For	en	matematikvejleder	er	det	derfor	relevant	at	vide,	hvorfor	nogle	elever	har	
problemer	med	bevisførelse,	og	hvad	disse	problemer	skyldes.	Man	må	derfor	forstå	
forskellige	aspekter	ved	bevisførelse.	Det	er	aspekter	af		
	
1. matematisk	og	historisk‐epistemologisk	karakter	som	
- hvad	er	et	bevis,	og	hvad	skal	det	bruges	til?	
2. kognitiv	art	som	
- hvad	forstår	elever	ved	bevisførelse?	
- hvilke	problemer	oplever	eleverne,	når	de	arbejder	med	beviser?	
3. socio‐kulturel	karakter	som		
- hvordan	underviser	man	i	bevisførelse?	
- hvordan	skaber	man	en	klassekultur,	der	befordrer	udviklingen	af	beviset	som	
begreb?	
- hvilken	form	for	vekselvirkning	mellem	elever	og	mellem	elever	og	lærer	øger	
elevernes	begrebsforståelse	for	bevisførelse?		
	
For	at	besvare	disse	spørgsmål	vil	vi	arbejde	med	elevernes	bevisskemaer,	der	defineres	som	
Denne	definition	hviler	på	de	tre	aspekter	nævnt	ovenfor,	nemlig	(1)	bevisførelse	skal	følge	
nogle	givne	regler	og	traditioner,	(2)	ny	viden	bygges	på	eksisterende	viden	og	(3)	beviser	
føres	vha.	argumenter,	der	kan	overbevise	andre.		
For	at	forstå	hvordan	et	bevisskema	opbygges,	og	hvordan	en	elev	lærer	matematik,	kan	man	
med	fordel	sammenligne	med	den	historiske	udvikling	af	faget.	Ikke	sådan	at	forstå,	at	enhver	
elev	skal	igennem	hele	den	udvikling,	faget	er	gået	igennem,	men	det	giver	god	mening	at	
planlægge	undervisningen,	så	eleven	først	opnår	en	brugbar	talforståelse,	dernæst	bliver	i	
stand	til	at	forstå	og	arbejde	med	konkrete	problemstillinger,	og	først	til	sidst	går	til	det	
abstrakte.	Dette	stemmer	overens	med	en	af	de	pointer	som	Mitchelmore	og	White	nåede	
frem	til	i	deres	artikel	(Mitchelmore	&	White,	2004).	I	det	danske	uddannelsessystem	har	vi	
en	stærk	tradition	for	at	opbygge	undervisningen	på	denne	måde,	men	mange	andre	steder	
indføres	abstrakt	matematik	på	et	langt	tidligere	tidspunkt	og	uden	reference	til	en	konkret	
kontekst.		
Når	man	betragter	de	internationale	studier	af	gymnasieelever	og	universitetsstuderende,	
bemærker	man,	at	der	generelt	er	problemer	med	forståelsen	af	bevisets	betydning,	og	for	
mange	elever	er	der	ingen	sammenhæng	mellem	empiri	og	eksperimenter	på	den	ene	side	og	
	
A	person	(or	a	community’s)	proof	scheme	consists	of	what	constitutes	
ascertaining	and	persuading	for	that	person	(or	community).	
Harel	&	Sowder,	(2007a)	
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formel	bevisførelse	på	den	anden	(Balacheff,	1991).	En	årsag	kan	være	diskrepansen	mellem	
hverdagssprog	og	formel	matematik:	
	
- ordet	”eller”	virker	ekskluderende	i	hverdagssproget	men	inkluderende	i	matematik	
- sætninger,	der	indeholder	et	”hvis	–	så”	vil	i	dagligsproget	ofte	svare	til	et	”hvis	og	
kun	hvis”	mens	det	fungerer	som	et	”og”	i	matematik	(Harel	&	Sowder,	2007a)	
- sætningen	”undtagelsen,	der	bekræfter	reglen”	fungerer	bare	ikke	i	matematik.	
Disse	forskelle	skal	man	være	meget	opmærksom	på,	når	man	underviser	og	inddrager	
ræsonnementer	og	beviser.	
Der	er	flere	måder	at	beskrive	en	taksonomi	for	bevisskemaer.	Vi	har	valgt	at	benytte	den	
beskrivelse,	der	er	opstillet	af	Harel	og	Sowder	(2007a).	I	bilag	8	ses	en	oversigt	over	den	
taksonomi	for	erhvervelse	af	bevisskemaer,	der	arbejdes	med	i	denne	del.	I	første	kolonne	er	
angivet	den	titel	Harel	og	Sowder	har	benyttet	for	hvert	skema,	næste	kolonne	indeholder	en	
kort	beskrivelse	af	væsentlige	karakteristika	af	skemaet,	og	i	sidste	kolonne	har	vi	forsøgt	at	
sammenholde	det	enkelte	bevisskema	med	det	begrebsforståelses‐/læringsniveau,	en	elev	
skal	være	på,	for	at	kunne	udvikle	det	angivne	bevisskema.	Vi	er	fuldt	ud	klar	over,	at	
udgangspunktet	for	de	to	sidste	kolonner	er	forskelligt,	og	at	vi	ikke	har	teoretisk	belæg	for	
denne	sammenstilling	fra	litteraturen,	men	vi	mener,	at	det	på	trods	af	dette	giver	en	øget	
forståelse	af	bevisskemaerne,	når	vi	medtager	denne	tredje	kolonne.	Endvidere	giver	vores	
samtaler	med	eleverne	både,	da	de	gik	på	grundforløbet,	og	nu	hvor	de	er	startet	på	
studieretningen,	en	tydelig	fornemmelse	af,	at	sammenstillingen	holder	for	i	hvert	fald	de	
første	niveauer	(ydre	overbevisning	og	empiriske	bevisskemaer).	Internationale	
undersøgelser	viser,	at	det	mest	fremherskende	bevisskema	er	det	empiriske.	
Sociomatematiske	normer	
Vi	skal	i	dette	afsnit	udforske	nogle	af	de	forhold,	der	påvirker	udviklingen	af	elevers	
matematikviden	og	matematikforestillinger	i	en	social	kontekst,	de	sociomatematiske	normer.	
Herved	forstår	vi	de	regler,	som	fastsætter	hvilke	matematikaktiviteter,	der	foregår,	og	
hvordan	de	udføres.	Vi	har	i	Danmark	gennem	mange	år	haft	den	holdning	til	
matematikundervisning,	at	forståelse	ikke	opnås	ved	overførsel,	men	ved	deltagelse	i	en	
matematikudøvende	kultur.	En	holdning,	som	tydeligt	fremgår	af	styredokumenterne	fra	
Undervisningsministeriet,	og	som	er	i	fremmarch	over	det	meste	af	verden.	Vi	kan	derfor	ikke	
adskille	de	processer,	hvor	elever	skaber	mening	i	matematikken	og	samtidig	udvikler	deres	
ræsonnementskompetence	fra	deres	opbygning	af	en	antaget	fælles	forståelse	(taken‐as‐
shared)	gennem	interaktion	i	klasserummet	(Yackel	&	Cobb,	1996).	
Eksempler	på	sociomatematiske	normer	er	fastsættelsen	af	hvad,	der	er	matematisk	
acceptabelt,	forskelligt,	elegant	eller	effektivt.	Det	undervisningsforløb,	der	udvikles	gennem	
dette	projekt,	har	fokus	på,	hvordan	argumenter	sammensættes	til	forskellige	typer	
acceptable	matematiske	ræsonnementer.		
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Yackel	og	Cobb	(1996)	har	påvist,	at	når	elever	arbejder	med	at	forstå	andres	argumenter	
eller	skal	sammenligne	deres	egne	argumenter	og	metoder	med	andres,	vil	det	føre	til	
refleksion.	Man	kan	tale	om	en	reification	(Sfard,	1991),	idet	en	bestemt	forklaring	eller	
løsningsmetode	bliver	refleksionens	objekt.	Her	finder	vi	måske	en	af	årsagerne	til	elevernes	
problemer	med	matematiske	ræsonnementer	og	bevisførelse.	Reifikationen	er	det	højeste	
niveau	af	matematisk	begrebsforståelse,	og	mange	elever	når	aldrig	hertil.	Dette	gør	det	
vanskeligt	at	forstå	(abstrakt)	bevisførelse	som	mere	end	en	række	enkeltdele	(argumenter),	
som	man	mere	eller	mindre	kan	se	rigtigheden	af,	men	som	samlet	set	ikke	nødvendigvis	
giver	meget	mening.	Vi	har	ikke	fundet	belæg	for	denne	påstand	i	litteraturen,	og	den	
udtrykker	derfor	blot	vores	personlige	hypotese.	
	
I	det	følgende	vil	vi	beskrive	den	teoretiske	begrundelse	for	de	to	metoder	vi	har	benyttet	i	det	
klassebaserede	undervisningsforløb.	
Undersøgelsesbaseret	undervisning	
Det	undervisningsforløb,	vi	har	udviklet	til	vores	to	klasser,	indeholder	elementer	af	
undersøgelsesbaseret	diskussion	og	argumentation	(enquiry‐based	discussion	and	
argumentation)	(	Yackel	&	Cobb,	1996	).	Forløbet	består	af	indledende	og	opsamlende	
klassediskussioner	samt	gruppearbejde	med	et	oplæg,	der	giver	mulighed	for	diskussion	af	
forskellige	matematiske	argumenter	og	deres	værdi.	Herudover	får	eleverne	først	og	sidst	i	
forløbet	en	test,	der	udover	at	indgå	i	den	afsluttende	diskussion	indgår	som	empiri	og	
benyttes	ved	evaluering	af	forløbet.	Begrundelsen	for	at	benytte	denne	undervisningsform	er,	
at	den	forhandling	af	sociomatematiske	normer,	der	skabes	her	igennem,	giver	anledning	til	
en	elevaktivitet,	som	faciliterer	refleksion	og	skabelse	af	såvel	viden	som	(forhåbentlig)	sande	
matematikforestillinger	om	ræsonnementer.	Både	i	klassediskussioner	og	lærer‐
gruppediskussioner	får	læreren	indsigt	i	elevernes	udvikling	og	begrebsforståelse.	I	
klassediskussioner	skal	man	dog	være	opmærksom	på,	at	det	kan	være	vanskeligt	at	aktivere	
alle.	Ofte	vil	det	være	en	mindre	gruppe	elever,	der	styrer	og	deltager	i	diskussionen,	og	den	
skal	derfor	suppleres	med	lærer‐gruppediskussioner	og	selvstændigt	gruppearbejde	med	
vejledning	og	fælles	opsamling.	
Figur	10	viser	vores	model	for	en	undersøgelsesbaseret	undervisning,	der	udvikler	de	
sociomatematiske	normer.		
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Figur	10		Model	for	undervisningsforløb	
Didaktiske	situationer	
Vi	forsøger	ikke	direkte	at	skabe	didaktiske	situationer	som	beskrevet	af	Brousseau	(1997),	
men	vi	tillader	os	at	benytte	nogle	af	termerne	fra	denne	teori.	Se	figur	10.	
	
Lærer	og	elev	interagerer	i	klasse‐	og	lærer‐gruppediskussionerne,	hvor	der	skabes	en	ramme	
og	et	fælles	sprog	for	det	videre	arbejde,	og	hvor	der	sker	en	devolution	af	den	opgave,	som	
eleverne	siden	løser	i	mindre	grupper.	Når	læreren	er	direkte	involveret	betegnes	
læringssituationen	som	didaktisk.	Under	gruppearbejdet,	når	læreren	ikke	deltager	i	
diskussionerne	eller	blot	hører	på,	interagerer	eleverne	direkte	med	miljøet,	der	giver	en	
feedback,	som	regulerer	elevernes	aktiviteter.	Dette	kaldes	en	adidaktisk	situation,	og	her	
påvirker	læreren	kun	indirekte	arbejdet	igennem	de	didaktiske	variable,	der	er	faktorer,	man	
kan	ændre	på	for	at	fremprovokere	ændringer	i	elevernes	arbejde,	så	læring	kan	finde	sted	
(Balacheff,	1991).	Eksempler	på	didaktiske	variable	i	vores	tilfælde	er	opgaveoplægget,	it‐
værktøjer	som	Geogebra	og	Maple	samt	litteratur/film	eller	andre	materialer,	som	eleverne	
arbejder	med.	
Hvis	man	ønsker	at	skabe	ægte	didaktiske	situationer,	skal	eleverne	på	baggrund	af	deres	
undersøgelser	selv	opstille	hypoteser.	Vi	har	af	tidsmæssige	grunde	valgt	en	kombination,	
hvor	nogle	påstande	er	formuleret	på	forhånd,	og	andre	skal	opstilles	af	eleverne	selv.	
Herefter	skal	eleverne	validere	påstandene	ved	at	underbygge	og	bevise	eller	modbevise	
påstandene	med	argumenter,	eksempler	og	modeksempler.	Dette	skaber	sociomatematiske	
normer	om		
	
- hvad	er	et	matematisk	ræsonnement	
- forskellige	typer	ræsonnementer	
- eksempler	og	modeksemplers	rolle.	
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Hvor	det	er	nødvendigt,	vejleder	læreren	i	denne	fase,	der	i	vores	tilfælde	munder	ud	i	en	
klassediskussion	af	opgaverne.	Her	skal	vi	være	opmærksomme	på,	at	vore	udvalgte	elever	
kommer	til	orde	og	viser,	hvad	de	er	nået	frem	til.	Endelig	afsluttes	forløbet	med	en	
klassediskussion,	hvor	resultaterne	institutionaliseres,	dvs.	hvor	læreren	holder	resultater	og	
argumenter	op	mod	den	etablerede	viden	på	området.	Dette	giver	anledning	til,	at	eleverne	
sammenligner	deres	egne	matematikforestillinger	med	den	anerkendte	viden,	hvilket	skaber	
refleksion	og	måske	ændrede	forestillinger.	
Som	det	fremgår	af	ovenstående,	skal	man	være	opmærksom	på,	at	også	lærerens	egne	
matematikforestillinger	og	matematiske	viden	spiller	en	afgørende	rolle	i,	hvilket	fagligt	
niveau	eleverne	når,	idet	læreren	er	med	til	at	definere	normerne	for	elevernes	matematiske	
aktiviteter.	
Vejledningens	tre	faser	
I	matematikundervisningen	bringes	eleverne	fra	et	lavere	til	et	højere	niveau	i	
bevisskemaernes	hierarki.	Målet	er,	at	eleverne	opnår	et	deduktivt	bevisskema.	Det	er	dog	
langtfra	alle	elever,	der	opnår	så	højt	et	taksonomisk	niveau,	og	en	matematikvejleders	
arbejde	er	at	identificere	elever,	der	befinder	sig	på	et	meget	lavt	niveau,	diagnosticere,	hvad	
der	forhindrer	eleven	i	at	nå	et	højere	niveau,	fjerne	denne	forhindring	og	dermed	
forhåbentlig	bringe	eleven	op	på	et	højere	trin.	
Vi	forestiller	os	ikke,	at	vi	som	matematikvejleder	skal	arbejde	meget	med	elever,	som	kun	har	
problemer	med	ræsonnementskompetencer	og	matematisk	bevisførelse.	Vi	kan	ikke	forestille	
os,	at	en	kollega	vil	komme	og	sige:	”Kan	du	ikke	lige	tage	en	snak	med	Uffe?	Han	har	svært	
ved	matematisk	bevisførelse.	Han	er	ikke	rigtig	i	stand	til	at	forklare,	hvilke	ræsonnementer	
man	kan	bruge	og	hvorfor.”	Men	i	arbejdet	med	elever,	der	har	læringsvanskeligheder	
indenfor	fx	begrebsforståelse	vil	det	være	naturligt	at	inddrage	matematiske	ræsonnementer	i	
vejledningsprocessen.			
Med	udgangspunkt	i	ovenstående	valgte	vi	følgende	indhold	i	de	tre	vejledningsfaser.	
1.	fase:	Identifikation	
For	at	identificere	de	elever,	der	har	særlig	svært	ved	at	ræsonnere,	anvendte	vi	
detektionstest	2.	I	bilag	6	ses	testens	fulde	tekst	og	i	bilag	7	ses	en	sammentælling	af	elevernes	
resultater.	Vi	havde	på	forhånd	testet	de	samme	to	klasser	i	forbindelse	med	”Begreber	og	
begrebsdannelse”	og	havde	derfor	et	forhåndskendskab	til	eleverne.	Vi	udvalgte	herefter	hver	
to	elever.	Schou	udvalgte	to	af	de	tre,	der	også	var	med	i	forrige	forløb.	Den	tredje	elev	går	
ikke	længere	i	klassen.	Pihl	valgte	to	nye	elever,	da	hun	skiftede	klasse	ved	årsskiftet.	Vi	vidste	
fra	forrige	test,	at	de	valgte	elever	havde	problemer	med	symboler,	talforståelse,	ligninger	og	
variabelsammenhænge.	Det	viste	sig	ikke	overraskende,	at	de	også	her	havde	problemer	med	
at	ræsonnere.	
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2.	fase:	Diagnosticering	
De	udvalgte	elever	blev	inviteret	til	en	samtale.	For	at	afprøve	forskellige	metoder	valgte	vi,	at	
eleverne	på	OTG	blev	inviteret	enkeltvis,	og	på	CPH	West	blev	de	to	elever	inviteret	sammen.	
Vi	optog	samtalerne	og	efterfølgende	udfyldte	vi	et	”transskriptionsskema”	som	indeholdt	
opgaver	og	beskrivelser	af	det	ræsonnementsindhold,	der	lå	i	spørgsmålene	(Se	bilag	9).	Dette	
gjorde	vi,	for	at	kunne	foretage	en	ensartet	analyse	af	hver	elev.	Det	fremgik	af	samtalerne,	at	
eleverne	havde	meget	svært	ved	at	læse	opgaverne	og	dermed	forstå,	hvad	det	var,	de	skulle	
svare	på.	Eleverne	var	ligeledes	meget	usikre	på,	hvordan	man	skulle	forklare/vise	det	
ønskede.	Vi	inddrog	elevernes	bevisskemaer	i	diagnosticeringen	for	at	opstille	mål	for	
interventionen.	Derimod	var	det	intet	belæg	for,	at	deres	matematikforestillinger	var	relateret	
til	deres	læringsvanskeligheder	(se	3.	fase:	Intervention).	
3.	fase:	Intervention	
På	begge	skoler	var	eleverne	bedt	om	at	udføre	en	hurtigskrivningsøvelse	(bilag	13),	hvor	de	
kort	skulle	skrive	om	argumentation	i	matematik.	På	OTG	fik	eleverne	endvidere	et	
spørgeskema	(bilag	10),	hvor	de	skulle	afkrydse,	hvor	enige	de	var	i	en	lang	række	påstande	
angående	matematik	for	at	afdække	elevernes	matematikopfattelse.	
Det	var	på	forhånd	besluttet	at	arbejde	med	klassebaseret	intervention,	da	bevist	brug	af	
ræsonnementer	og	bevisførelse	er	relativt	ukendt	for	alle	elever.	Efter	at	have	undersøgt	
elevernes	matematikforestillinger	besluttede	vi,	at	undervisningsforløbet	skulle	foregå	i	
grupper.		
Undervisningen	foregik	på	forskellig	måde,	idet	man	på	CPH	West	på	forhånd	havde	planlagt	
et	forløb	for	hele	første	årgang	om	matematisk	argumentation,	som	indeholdt	en	række	
mindre	beviser.	Det	var	derfor	ikke	muligt	at	skræddersy	et	forløb	ud	fra	de	identificerede	
elevers	læringsvanskeligheder.	Eleverne	arbejde	med	materialet	i	grupper,	og	de	skulle	
skriftligt	gøre	rede	for	de	angivne	eksempler.	Beviserne	blev	gennemgået	og	diskuteret	i	
klassen,	for	at	opnå	en	fælles	forståelse	i	måden	at	anvende	ræsonnementer	i	matematik.	
På	OTG	blev	der	udviklet	et	specielt	forløb,	hvor	eleverne	i	grupper	skulle	løse	”Opgaver	med	
ræsonnementer”	(bilag	11).	I	afsnittet	Udvikling	af	forløbet	er	der	redegjort	for	hvordan	de	
udvalgte	elevers	diagnose	og	opstillede	mål	førte	til	valg	og	udformning	af	opgaver.	
Opgaverne	blev	efterfølgende	diskuteret	i	klassen,	ligeledes	med	den	hensigt	at	opnå	en	fælles	
forståelse	af	løsningen	af	opgaverne.	De	to	udvalgte	elever	blev	endnu	en	gang	inviteret	til	en	
samtale,	hvor	de	blev	præsenteret	for	en	række	nye	opgaver.	Disse	opgaver	handlede	om	
nogle	af	de	typer	ræsonnementer,	der	var	introduceret	under	klassediskussionerne.	Nogle	var	
konkrete	talopgaver,	mens	andre	var	enten	uden	matematisk	indhold	eller	rent	symbolske.	
Denne	gang	havde	eleverne	hverken	set	eller	lavet	opgaverne	før,	men	under	den	time	som	
samtalen	varede,	fik	de	talt	sig	igennem	hvilke	argumenter,	der	var	acceptable	og	
tilstrækkelige	for	at	løse	dem.	
	
For	at	se	om	vejledningen	havde	nogen	effekt	fik	eleverne	fra	begge	klasser	efterfølgende	en	
mindre	evalueringstest	(bilag	12)	med	spørgsmål	som	fulgte	ideerne	fra	detektionstest	2.	Som	
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afslutning	på	evalueringstesten	var	der	en	række	spørgsmål,	som	skulle	afdække	deres	”nye”	
matematikopfattelse.	
Empiri	
Undersøgelse	af	elevers	matematikforestillinger		
Inden	vi	startede	det	egentlige	forløb	med	matematiske	ræsonnementer,	bad	vi	eleverne	fra	
begge	klasser	om	at	udfylde	en	hurtigskrivningsøvelse	(bilag	13).	Her	skulle	eleverne	på	
maksimum	15	minutter	beskrive:	
	
Hvad	forstår	du	ved	et	matematisk	argument	(ræsonnement)?	Man	kan	dele	deres	
besvarelse	op	i	to	hovedgrupper.	Den	ene	gruppe	mener,	at	et	matematisk	argument	har	
noget	at	gøre	med	at	forklare,	hvordan	man	er	kommet	frem	til	et	svar	i	en	matematikopgave.	
”Hvorfor	har	jeg	brugt	den	formel,	som	jeg…”.	Den	anden	gruppe	mener,	at	et	matematisk	
argument	er	et	bevis	for,	at	en	formel	er	sand.	
	
Er	det	anderledes	at	argumentere	i	matematik	end	i	andre	fag?	Hvordan?	I	dette	
spørgsmål	mener	langt	størstedelen	af	eleverne,	at	det	er	anderledes	at	argumentere	i	
matematik.	En	elev	skriver:	”Ja,	det	er	anderledes,	når	du	argumentere	i	matematik,	det	er	
ikke	ligesom,	når	du	argumenterer	i	dansk	eller	samfundsfag,	fordi	når	du	argumenterer	i	
matematik	bruger	du	formler	og	udtryk	til	at	argumentere	med,	men	når	du	argumenterer	i	
dansk	eller	samfundsfag	bruger	du	artikler,	bøger	osv.”	En	anden	elev	skriver:	”Ja,	det	er	
anderledes	at	argumentere	i	matematik	end	i	andre	fag.	Det	er	det	fordi	at	i	andre	fag	behøves	
man	ikke	at	finde	en	løsning.	Man	kan	gå	på	kompromis	for	at	alle	bliver	enige.	Hvor	at	i	
matematik	skal	man	helst	finde	frem	til	samme	resultat.”	
	
Hvorfor	bruger	vi	matematiske	ræsonnementer?	Her	er	der	mange,	der	nævner,	at	vi	
bruger	ræsonnementer	til	at	bevise	en	sammenhæng,	en	formel	eller	om	noget	er	sand/rigtig	
eller	falsk/forkert.	Et	par	eksempler:	”For	at	bevise,	at	en	påstand	er	rigtig	eller	forkert”,	”Vi	
bruger	matematiske	ræsonnementer	så	man	kan	bevise	de	teorier	vi	har	under	faget	
matematik.	Et	eksempel	på	det	kan	være	at	vi	har	en	påstand	der	siger:	180°	i	en	trekant.	Så	
kan	man	så	bevise	denne	sætning	rent	matematisk”	og	”Fordi	vi	skal	argumentere	for	hvordan	
og	hvorledes	vi	er	kommet	til	svaret	eller	resultatet.”	
	
Hvordan	kan	man	vise	om	en	matematisk	påstand	er	rigtig	eller	forkert?	Her	er	der	en	
del,	der	mener,	at	man	kan	regne	sig	frem	til	det.	”Man	kan	regne	det	ud	på	lommeregneren,	
og	man	kan	selv	regne	det	ud	i	hovedet”,	”Ved	at	bevise	det,	altså	regne	sig	frem	til	det.”	eller	
”Kommer	an	på	opgaven,	hvis	det	er	en	ligning,	er	det	hvor	begge	sider	af	lighedstegnet	
stemmer	overens	med	hinanden”.	Generelt	er	elevernes	besvarelse	her	meget	fokuseret	på	
regneopgaver,	hvor	man	”kan	regne”	sig	frem	til	et	facit,	som	kan	tjekkes	hos	læreren	eller	i	
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facitlisten.	Meget	få	angiver	”Ved	at	lave	et	bevis,	der	trin	for	trin	om	den	pågældende	påstand	
er	rigtig	eller	forkert”.	Næsten	ingen	elever	ved,	at	man	kan	deducere	sig	frem	til	et	resultat.	
	
Eleverne	havde	på	daværende	tidspunkt	af	forløbet	meget	fokus	på	at	argumentere	for	en	
given	løsningsmetode/formel,	som	så	ville	give	et	facit.	Et	facit,	som	kunne	tjekkes	på	en	eller	
flere	måder.	Forståelsen	for,	at	ræsonnementer	bruges	til	at	afklare	om	en	påstand	er	rigtig	
eller	forkert,	lå	forholdsvis	langt	væk	for	de	fleste	elever.	
	
For	at	undersøge	elevernes	(selvopfattelse	af	deres)	matematikforestillinger,	fik	klassen	fra	
OTG	udleveret	et	spørgeskema	(se	bilag	10),	som	de	udfyldte	inden	forløbet	om	
ræsonnementer	og	bevisførelse.	Deres	kendskab	til	begreberne	kom	således	fra	den	daglige	
undervisning,	hvor	ordene	benyttes,	når	der	arbejdes	med	eller	gennemgås	ny	teori	eller	i	
dokumentationen,	når	der	løses	opgaver.	
Bilag	10	viser	de	27	spørgsmål	og	deres	opdeling	i	de	tre	kategorier	fra	afsnittet	Elevers	
Matematikforestillinger.	Spørgsmål	markeret	med	*	er	hentet	fra	Schoenfeld,	(1989	og	1992),	
nogle	af	dem	i	lettere	tilrettet	form.	Spørgsmålene	er	fordelt	med	11	om	matematik,	6	om	
personen	selv	og	10	spørgsmål	om	de	sociomatematiske	normer.	
Forud	for	planlægningen	af	det	fælles	forløb	for	hele	klassen,	foretog	vi	en	nærmere	analyse	af	
elevernes	matematikforestillinger,	for	at	afdække	om	klassen	ville	være	så	negativt	stemt	
overfor	gruppearbejdsform,	at	modstanden	kunne	hindre	læring.	Dette	viste	sig	imidlertid	
ikke	at	være	tilfældet	–	tværtimod.	En	overvægt	af	elever	mente,	at	”gruppearbejde	gør	det	
nemmere	at	forstå	matematikken”	(spg.	4),	at	”man	kan	ofte	finde	den	rigtige	løsning	på	flere	
forskellige	måder”	(spg.	11)	og	at	”det	at	lave	fejl	er	en	del	af	at	lære	matematik”	(spg.	10).	
Samtidig	var	eleverne	uenige	i,	at	”der	er	kun	én	måde	at	komme	frem	til	et	korrekt	svar	på,	og	
for	det	meste	er	det	vha.	en	regel	som	læreren	lige	har	vist”	(spg.	17)	samt	at	”hvis	man	ikke	
straks	ved,	hvordan	man	skal	lave	en	opgave,	kan	det	ikke	betale	sig	at	bruge	lang	tid	på	den”	
(spg.	19).		
Disse	svar	giver	et	billede	af	en	gruppe	elever,	der	gerne	arbejder	sammen	i	grupper,	ikke	er	
bange	for	at	lave	fejl	og	kan	indgå	i	selvstændige	diskussioner	om	forskellige	veje	til	målet,	
uden	deres	lærer	har	fortalt	dem,	hvad	de	skal	gøre.	Vi	besluttede	derfor,	at	planlægge	et	
forløb,	der	skulle	foregå	i	grupper	med	en	opfølgende	klassediskussion	og	institutionalisering.	
Som	det	er	beskrevet	i	afsnittet	Undervisningsforløb,	viste	det	sig,	at	dette	billede	dannede	et	
udmærket	grundlag	for	vores	tilrettelæggelse	af	forløbet.		
	
En	sammenligning	af	de	udvalgte	elevers	besvarelse	af	spørgsmålene	angående	
matematikforestillinger	viste	ingen	iøjnefaldende	forskelle	fra	resten	af	klassen.	
Undersøgelsen	kan	derfor	ikke	bruges	til	at	kaste	lys	over,	hvorfor	netop	disse	elever	har	
særlige	indlæringsproblemer.	
Vi	tog	efterfølgende	ikke	særlige	hensyn	til	de	udvalgte	elevers	matematikforestillinger	i	
forbindelse	med	udarbejdelsen	af	undervisningsforløbet.	
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Efter	undervisningsforløbet	blev	eleverne	atter	spurgt	til	deres	matematikforestillinger,	men	
denne	gang	medtog	vi	kun	8	af	de	27	spørgsmål.	Vi	forventede,	at	forløbet	i	nogen	grad	havde	
ændret	elevernes	forestillinger	om	visse	aspekter	af	brugen	af	matematiske	ræsonnementer.	
Her	viste	det	sig	–	hvad	man	også	genfinder	i	litteraturen	(Op’t	Eynde	et	al,	2003)	–	at	
matematikforestillinger	kan	være	vanskelige	at	ændre.	I	bilag	10	er	resultatet	vist	som	tallene	
i	(	).	Man	bemærker,	at	der	stadig	er	ca.	lige	mange	elever,	der	mener	hhv.	ikke	mener,	at	
matematik	mest	handler	om	at	huske.	Ligeledes	har	antallet	af	elever,	som	mener,	at	selvom	
man	har	bevist	noget	symbolsk,	så	gælder	det	ikke	nødvendigvis	for	alle	tal,	heller	ikke	
ændret	sig.	Dette	kommer	som	en	overraskelse.	
Derimod	er	der	tre	steder,	hvor	tallene	har	flyttet	sig	markant.	Dobbelt	så	mange	elever	mener	
nu,	at	man	kun	bruger	matematiske	ræsonnementer,	når	man	skal	bevise	noget.	En	årsag	til	
dette	resultat	kan	være,	at	eleverne	måske	ikke	har	bemærket	det	lille	ord	”kun”,	og	en	anden	
grund	kan	være,	at	det	netop	er	bevisførelse,	der	har	været	fokuseret	på,	og	eleverne	ikke	har	
”regnet	opgaver”	i	traditionel	forstand	undervejs.	Dette	afspejles	også	i,	at	antallet	af	elever,	
der	mener,	at	man	bedst	lærer	matematik	ved	at	løse	opgaver,	næsten	er	halveret.	Endelig	er	
der	betydelig	flere	elever,	som	ikke	længere	mener,	at	matematik	mest	handler	om	tal	og	
beregninger.	Som	en	elev	kommenterede:	”Det	handler	meget	om	beregning,	men	
overhovedet	ikke	kun	om	tal”.	
	
På	CPH	West	blev	der	ikke	udført	en	indledende	afdækning	af	elevernes	
matematikforestillinger.	Der	blev	kun	gennemført	en	undersøgelse	i	forbindelse	med	den	
afsluttende	test.	I	størstedelen	af	spørgsmålene	er	der	ikke	forskel	på	eleverne	på	OTG	og	på	
CPH	West	(se	bilag	10).		To	steder	er	der	stor	forskel	på	deres	udsagn,	og	det	drejer	sig	om	
”Matematiske	ræsonnementer	er	meget	svære	at	følge”	og	”Selvom	man	beviser	ved	at	regne	
med	bogstaver,	er	det	ikke	sikkert,	at	det	gælder	for	alle	tal.”	På	CPH	West	kunne	det	tyde	på,	
at	eleverne	stadig	har	svært	ved	at	forstå,	hvad	et	matematisk	ræsonnement	er,	og	derfor	ikke	
forstår,	at	når	man	har	vist	noget	med	symboler,	så	gælder	det	for	alle	tal.	
	
Til	slut	sammenlignede	vi	de	indsamlede	data	med	internationale	undersøgelser	af	de	med	*	
markerede	matematikforestillinger	(Schoenfeld,	1989).		Sammenligningen	viser,	at	kun	i	
spørgsmål	3	”matematik	handler	mest	om	at	huske”,	fordeler	de	danske	elever	sig	som	deres	
udenlandske	kammerater.	I	begge	populationer	er	der	ca.	lige	mange	elever,	der	er	enige	og	
uenige	om	spørgsmålet.	På	alle	andre	områder	afviger	vores	elevers	matematikforestillinger	
sig	fra	de	internationale	resultater:	eleverne	mener,	at	de	kan	bruge	deres	viden	fra	
matematikundervisningen	i	andre	fag	og	i	deres	liv	generelt,	de	ved,	at	matematikopgaver	kan	
tage	lang	tid	at	løse,	at	man	kan	komme	frem	til	løsningen	på	flere	måder,	og	at	opgaverne	
ikke	nødvendigvis	kan	løses	vha.	den	netop	gennemgåede	teori.	Endelig	mener	vores	elever,	
at	matematik	(kan)	laves	sammen	med	andre.	Vi	mener,	at	disse	forskelle	i	høj	grad	afspejler	
den	måde	man	underviser	på,	både	i	grundskolen	og	i	gymnasiet	(htx).	Resultaterne	
bekræfter	os	i,	at	vi	har	valgt	et	brugbart	undervisningsforløb.	Ovenstående	analyse	viser,	at	
vi	ikke	umiddelbart	kan	drage	nytte	af	internationale	resultater	om	matematikforestillinger.	
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Detektionstest	2	
Metode	ved	brug	af	detektionstest	2	
Vi	valgte	at	give	testen	til	to	førsteårs	klasser,	som	tidligere	er	blevet	testet	under	
udarbejdelse	af	DEL	1	ved	matematikvejlederuddannelsen.	Den	ene	klasse	er	en	
bioteknologi/matematik	klasse	med	27	elever	fordelt	med	15	drenge	og	12	piger	fra	OTG.	Den	
anden	klasse	er	en	fysik/matematik	klasse	med	27	elever	fordelt	med	20	drenge	og	7	piger	fra	
CPH	West.	I	alt	tog	54	elever	testen.	
Resultater	og	analyse	af	detektionstest	2.	
Vi	gennemførte	testen	i	uge	7.	I	tabel	6	kan	man	se	en	opsummering	af	resultaterne	for	de	to	
klasser,	samtidig	har	vi	delt	eleverne	op	efter	køn.	
	
	 CPH	
West	 OTG	 Drenge	 Piger	
Antal	elever	 27	 27	 35	 19	
Gennemsnit	rigtige	 13,7	 14,9	 15	 14	
Bedste/dårligste	score	 24/5,5	 20/5,5	 24/5,5	 21/5,5	
Tabel	6		Inddeling	efter	skole	og	køn	
	
Tabel	6	viser,	at	der	ikke	er	stor	forskel	på	skolerne	og	heller	ikke	på	kønnene.	Det	har	
tidligere	vist	sig,	at	der	har	været	forskel	i	drenge	og	pigers	præstationer	inden	for	algebra	(Se	
afsnittet	Resultater	og	analyse	af	detektionstest	1).	Det	ser	ikke	umiddelbart	ud	til,	at	der	er	
sammenhæng	mellem	køn	og	præstation,	når	det	drejer	sig	om	brug	af	ræsonnementer.	En	
nærmere	analyse	antyder	dog,	at	drengene	klarer	sig	lidt	bedre	i	opgaver	med	algebra,	og	
pigerne	klarer	sig	lidt	bedre	i	opgaver	uden	algebra,	hvilket	underbygges	af	vores	tidligere	
undersøgelser.	Tabel	6	viser	også,	at	der	ikke	er	forskel	på	de	to	klassers	præstationer.	
I	DEL	1	–	Algebra	–	begreber	og	begrebsdannelse	undersøgte	vi	elevernes	
læringsvanskeligheder	med	hensyn	til	brug	af	algebra,	og	vi	afdækkede,	at	der	var	store	
problemer.	For	at	undersøge,	hvor	stor	indflydelse	brugen	af	algebra	havde	på	elevernes	
læringsvanskeligheder	med	ræsonnementer	og	bevisførelse,	valgte	vi	opdele	testens	
spørgsmål	op	i	to	grupper.	En	kategori	med	spørgsmål,	som	vi	har	vurderet,	kan	løses	uden	
brug	af	algebra	(totalt	14	spørgsmål):	1,	8,	10,	11,	13,	14,	15,	16,	17,	19,	20,	21a,	21b	og	22.	
En	anden	kategori	med	spørgsmål,	som	vi	har	vurderet,	vil	blive	løst	ved	hjælp	af	algebra	
(totalt	12	spørgsmål):	2,	3,	4,	5a,	5b,	5c,	6,	7,	9,	12,	18	og	23.	
	
I	bilag	7	er	alle	elevernes	resultater	talt	sammen.	Resultaterne	viser,	at	ca.	63	%	af	eleverne	
besvarer	mindst	50	%	af	spørgsmålene	korrekt.	Fordelt	på	de	to	kategorier	ses	det,	at	ca.	76	%	
af	eleverne	besvarer	mindst	halvdelen	rigtig	i	spørgsmål	uden	algebra	og	46	%	besvarer	
mindst	halvdelen	korrekt	i	spørgsmål	med	algebra.	
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Det	ses	ligeledes	af	bilag	7,	at	det	i	stort	set	alle	tilfælde	er	i	forbindelse	med	algebra‐
spørgsmålene,	at	eleverne	besvarer	forkert	eller	undlader	at	svare.	Dette	ses	ved	at	se	på,	om	
de	har	besvaret	mere	eller	mindre	end	50	%	af	spørgsmålene	korrekt	inden	for	de	to	
kategorier.	Der	er	faktisk	kun	én	elev,	som	klarer	sig	anderledes	end	de	øvrige,	nemlig	ved	at	
have	en	meget	større	procentdel	korrekt	i	algebra‐spørgsmålene	end	i	de	øvrige	spørgsmål.	
Det	er	særligt	spørgsmål	5b,	5c,	6,	8,	9,	15,	16,	18	og	20,	der	giver	eleverne	udfordringer,	som	
de	ikke	kan	klare.	På	baggrund	af	testresultaterne	og	vort	kendskab	til	eleverne,	udvalgte	vi	
hver	to	elever,	til	samtale.		
De	to	elever	fra	OTG	var	en	dreng	(I)	og	en	pige	(A),	og	begge	er	gengangere	i	forhold	til	
forrige	undersøgelse.	A	scorede	lavt	i	begge	kategorier,	hvorimod	I	blev	valgt	som	et	eksempel	
på	en	elev,	hvor	algebra	ikke	nødvendigvis	overskygger	problemer	med	ræsonnementer.	Det	
bør	lige	bemærkes,	at	I	tidligere	havde	problemer	med	algebra	(se	DEL	1).	
De	to	elever	fra	CPH	West	var	også	en	dreng(C)	og	en	pige	(D).	C	blev	valgt,	fordi	han	havde	
scoret	meget	lavt	i	algebra‐spørgsmålene	og	forholdsvis	højt	i	ikke‐algebra‐spørgsmålene.	
Pigen	havde	scoret	meget	lavt	i	begge	kategorier.	I	tabel	7	ses	de	4	udvalgte	elevers	resultater	
for	alle	23	spørgsmål.	
	
kø
n	
sko
le	
1	 2	 3	 4	 5a	 5b 5c	 6	 7	 8	 9	 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21a	21b	 22	 23	 tot
al	
Ikk
e	a
lge
bra
	
Alg
eb
ra	
B	 M	 O	 1	 1	 1	 1	 1	 1	 1	 0	 0,5	 0	 1	 1	 		 1	 0	 1	 0,5 0	 0	 0	 0	 0	 0	 0	 		 1	 13	 3,5 9,5
A	 K	 O	 1	 1	 0	 0	 		 0	 		 0	 1	 0	 0,5 1	 1	 1	 0	 1	 		 0	 1	 0	 0	 0	 0	 0	 		 		 8,5	 5	 3,5
C	 M	 C	 1	 0	 0,5	 0	 0	 0,5	 0,5	 0	 0	 1	 0	 0	 0	 1	 0	 0	 1	 0	 1	 1	 1	 1	 1	 1	 11,5	 9	 2,5
D	 K	 C	 0	 0	 0	 1	 0	 		 		 0	 0,5	 0	 0	 0	 0	 1	 0	 0	 0	 0	 0	 0	 1	 0	 1	 1	 0	 		 5,5	 3	 2,5
Tabel	7		Resultater	for	de	udvalgte	elever	
	
Til	diagnosticeringen	valgte	vi	to	metoder.	På	CPH	West	blev	der	lavet	et	fælles	interview	med	
begge	elever	samtidigt,	hvor	de	havde	mulighed	for	at	tale	om	deres	besvarelser,	uden	de	som	
udgangspunkt	vidste,	hvad	der	var	rigtigt	eller	forkert.	Dette	gjorde	vi,	fordi	vi	havde	en	
forventning	om,	at	elevernes	diskussion	med	hinanden	ville	åbne	op	for	især	D,	som	til	dagligt	
er	en	forholdsvis	stille	pige.		
På	OTG	valgte	vi	at	lave	interview	med	eleverne	hver	for	sig,	fordi	deres	personligheder	er	
meget	forskellige,	og	vores	vurdering	var,	at	de	ikke	ville	have	glæde	af	at	tale	sammen.		
På	forhånd	var	der	udvalgt	en	række	spørgsmål	fra	detektionstest	2,	som	de	skulle	udspørges	
om.	Vi	mente	ikke,	at	det	ville	være	overkommeligt	i	hverken	tid	eller	koncentration	at	spørge	
ind	til	alle	spørgsmål,	og	valgte	derfor	otte	spørgsmål	ud	efter	følgende	kriterier:	
	
- Spørgsmål	som	forholdsvis	mange	havde	klaret	dårligt	
- Spørgsmål	som	vores	udvalgte	havde	klaret	dårligt	
- Spørgsmål	som	repræsenterede	forskellige	typer	af	ræsonnementer.	
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I	tabel	7	er	de	udvalgte	spørgsmål	markeret	med	orange.	
Lærerens	forventninger	versus	elevernes	besvarelser	
Inden	udleveringen	af	detektionstest	2	til	eleverne	havde	vi	udset	hvilke	elever,	vi	forventede	
ville	klare	testen	godt/skidt	og	det	viste	sig	at	testresultaterne	stemte	fint	overens	med	vores	
forventninger.		
Endvidere	havde	vi	konstrueret	en	besvarelse,	som	vi	mente,	en	gennemsnitselev	ville	lave	
den,	men	her	var	overensstemmelsen	med	de	faktiske	besvarelser	ikke	nær	så	stor,	som	DEL	
1.	Nedenfor	gennemgås	nogle	af	afvigelserne.		
En	test	som	detektionstest	2	vil	derfor	være	et	godt	supplement	til	at	afdække	elevernes	
kunnen	inden	for	området.	
Spørgsmål	9:	Her	var	forventningen,	at	eleverne	havde	kendskab	til,	at	x	=	0	også	er	en	ret	
linje,	som	går	gennem	(0,0).	Den	mulighed	var	der	ikke	mange,	der	havde	husket	(9	elever).	
Spørgsmål	11:	Forventningen	til	svaret	på	dette	spørgsmål	var,	at	eleverne	ville	finde	et	
gennemsnit	(svarende	til	at	antal	mænd	og	kvinder	er	det	samme),	således	at	34,5	%	ville	
være	svaret.	Det	var	der	ikke	mange	elever,	der	gjorde.	De	var	overraskende	bevidste	om,	at	
antallet	af	mænd	og	kvinder	ikke	var	ens,	og	det	totale	gav	200	%.	
Spørgsmål	12:	Vi	havde	forventet,	at	eleverne	ville	svare	ja	til	at	f(x)	=	0x	‐	2	er	et	
førstegradspolynomium,	men	eleverne	kunne	godt	læse,	at	der	stod	a	≠	0,	så	mange	svarede	
helt	korrekt	(31	elever)	og	7	delvist	korrekt	på	spørgsmålet.	
Spørgsmål	16:	Vores	forventning	var,	at	eleverne	var	i	stand	til	med	tal‐eksempler	at	vise,	at	
det	er	korrekt,	at	volumen	bliver	otte	gange	større	ved	en	fordobling	af	kantlængderne	i	en	
terning.	Men	kun	(16	elever)	var	i	stand	til	at	svare	korrekt	på	dette.	
Spørgsmål	18:	Her	var	vores	forventning,	at	eleverne	systematisk	gennemgik	alle	muligheder	
og	krydsede	de	a‐værdier	af,	som	gav	et	falsk	udsagn.	Men	det	var	der	ikke	mange,	der	var	i	
stand	til.	Kun	5	elever	svarede	helt	korrekt,	22	elever	krydsede	den	ene	af	de	to	korrekte	svar	
af.	Resten	udelod	eller	svarede	helt	forkert.	
Spørgsmål	23:	Her	var	vores	forventning,	at	eleverne	ikke	kunne	forstå	spørgsmålet	og	
derfor	ville	undlade	at	svare	eller	”Jeg	kan	ikke	svare”.	Dette	var	dog	ikke	tilfældet.	Rigtig	
mange	(30)	har	svaret	korrekt	på	spørgsmålet.	Der	blev	desværre	ikke	bedt	om	en	forklaring,	
og	det	er	vores	overbevisning,	at	eleverne	er	kommet	med	et	(kvalificeret)	gæt,	uden	af	have	
forstået	ræsonnementet.	
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Diagnosticering	af	udvalgte	elever	
Efter	detektionstest	2	foretog	vi	en	diagnosticering	efter	samtale	med	eleverne	om	de	
udvalgte	opgaver.	Vi	lagde	vægt	på	elevernes		
	
- forståelse	af	opgaveformuleringens	logik;	enhver	opgaveformulering	har	en	logisk	
struktur,	som	skal	afkodes,	uanset	hvad	opgaven	konkret	handler	om	
- behandlingen	af	den	matematiske	substans	i	opgaven;	det	drejer	sig	om	
ræsonnementer,	der	specielt	knytter	sig	til	reglerne	for	omgang	med	det	matematiske	
indhold	i	opgaven	
- forståelse	af	den	logiske	struktur	i	de	ræsonnementer,	der	skal	benyttes	i	
opgavebehandlingen;	uafhængigt	af	hvordan	opgaven	konkret	løses,	er	der	en	logisk	
struktur	for	gangen	i	løsningen.13	
I	bilag	14	findes	transskriptioner	af	dele	af	disse	samtaler,	samt	hvilke	bevisskemaer	eleverne	
har	tilknyttet	hver	enkelt	opgave.	Nedenfor	vises	enkelte	eksempler.	På	baggrund	af	en	samlet	
analyse	af	hver	enkelt	elev	foretog	vi	en	diagnosticering	af	eleven	og	opstillede	mål	for	elevens	
udbytte	af	forløbet.	
Elev	A	(OTG)	
Spørgsmål	20	
Aya	og	Ali	betragter	tallene	3	og	11.	De	bemærker,	at	deres	sum	(3	+	11)	er	et	lige	tal,	mens	
deres	produkt	(3∙11)	er	et	ulige	tal.	
Aya	siger	”Hvis	summen	af	to	heltal	er	lige,	så	er	deres	produkt	ulige”	
Ali	siger	”Hvis	produktet	af	to	heltal	er	ulige,	så	er	deres	sum	lige”	
Er	indholdet	i	Aya’s	og	Ali’s	udsagn	det	samme?	
	
A	(læser	opgaven	op):	”De	siger	vel	nøjagtig	det	samme	på	et	eller	andet	plan?”	
Lærer:	”Hvad	er	det,	Aya	forudsætter,	og	hvad	påstår	hun	følger	af	denne	forudsætning?	og	
hvad	er	det	Ali	forudsætter,	og	hvad	påstår	han?	Lad	os	starte	med	Aya.”	
	A:	”Hvis	vi	har	to	ulige	tal	og	plusser	dem	sammen,	så	giver	de	et	lige	tal”	
Lærer:	”Er	der	nogen	steder,	der	står,	at	tallene	skal	være	lige	eller	ulige	på	forhånd?”	
A:	”Nej.”	
Lærer:	”Nej,	så	det	kan	du	ikke	antage.	Men	hvad	er	det,	hun	siger?	prøv	en	gang	til!”	
A:	”Summen	af	to	hele	tal	er	lige,	hvis	de	bliver	plusset	sammen…	men	så	hvis	de	bliver	ganget	
sammen,	så	bliver	det	ulige.”	
(Diskussion	af	hvordan	eksemplet	hænger	sammen	med	Aya’s	udsagn)	
Lærer:	”Hvad	siger	Ali	så?”	
A:	”Hvis	man	ganger	to	hele	tal,	og	det	er	ulige,	så	hvis	man	plusser	dem,	så	vil	det	blive	lige”	
(Snak	om	eksemplets	sammenhæng	med	Ali’s	udsagn)	
Lærer:	”Og	er	det	så	nøjagtigt	det	samme,	de	siger	de	to?”	
																																																								
13	Analysekriterier	opstillet	af	Mogens	Niss	
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A:	”Jamen	de	siger	jo	på	hver	deres	måde	det	samme.”		
	
Analyse	
A	forstår	ikke,	at	der	fremsættes	to	implikationer,	og	at	de	er	forskellige.	Der	afprøves	flere	
konkrete	taleksempler,	men	dette	fører	ikke	til	yderligere	forståelse	af	forskellen	i	de	to	
udsagn.		
A	viser	her	et	ydre	refererende	bevisskema	på	autoritært	niveau.	
	
Diagnosticering	af	elev	A	
Man	bemærker,	at	A	fortsat	har	vanskeligheder	ved	grundliggende	algebra.	Derudover	er	der	
problemer	med	forståelsen	af	begrebet	udsagn	og	ækvivalens	mellem	udsagn.	Der	er	ingen	
kendskab	til	forskellige	typer	ræsonnementer,	som	fx	når	man	vender	en	implikation	ved	at	
negere	eller	viser	noget	ved	modstrid.	En	del	af	dette	kan	skyldes,	at	A	ikke	har	mødt	denne	
type	ræsonnementer	før,	at	de	store	problemer	med	algebra	overskygger	logikken	i	
opgaveformulering	og	ræsonnement,	samt	at	A	slet	ikke	tror	på	sig	selv.	I	nogle	tilfælde	viser	
samtalen,	at	der	kun	skal	lidt	hjælp	til,	før	A	kan	sige	noget	fornuftigt.	
Bevisskemaerne	er	overvejende	af	typen	ydre	overbevisning.	
Målet14	for	A	er	at	opnå	kendskab	til	forskellige	typer	ræsonnementer,	fortrinsvis	af	ikke‐
algebraisk	karakter,	idet	det	må	anses	for	urealistisk	også	at	kunne	afhjælpe	vanskeligheder	
på	dette	område	under	forløbet.	A	skal	kunne	følge	andres	argumenter,	og	skal	selv	blive	i	
stand	til	at	opstille	simple	ræsonnementer.	
Elev	I	(OTG)	
Spørgsmål	13	
Et	kvadrat	er	et	rektangel,	hvor	alle	fire	sider	er	lige	lange.	Er	ethvert	kvadrat	et	rektangel?	
	
I:	”Her	tænker	jeg	på	et	kvadrat,	på	en	terning.	Alle	sider	er	lige	lange.	(Tegner	kvadrat,	hvor	
alle	sider	er	1)	Men	så	er	der	et	rektangel.	Det	er	lidt	anderledes	(tegner	rektangel	på	højkant	
med	sidelængder	1	og	2).	Siderne	overfor	hinanden	er	lige	lange.	Så	det	(peger	på	kvadratet)	
kalder	jeg	et	kvadrat,	og	det	(peger	på	rektanglet)	kalder	jeg	ikke	et	kvadrat.	Jeg	kalder	det	et	
rektangel.	Så	er	spørgsmålet	er	ethvert	kvadrat	et	rektangel?	jeg	vil	mene	nej,	for	så	vil	man	
ikke	kalde	det	to	forskellige	ting.”	
	
Analyse	
Her	genkender	vi	I’s	argumentation	fra	vejledningen	i	algebra	i	efteråret:	hvis	to	ting	har	
forskellige	navne,	må	de	være	forskellige,	ellers	ville	man	kalde	dem	det	samme.	Eleven	
mangler	klasselogik.	
Der	er	tale	om	et	ydre	overbevisningsskema,	der	er	rituelt,	idet	figuren	skal	se	ud	på	en	
speciel	måde	for	at	være	at	en	bestemt	type.	
																																																								
14	De	mål,	der	bliver	opstillet	for	den	enkelte	elev,	er	lærerens	mål	
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Spørgsmål	16	
Susanne	siger,	at	hvis	man	laver	en	ny	terning	ved	at	fordoble	længden	af	alle	kanterne	i	en	
terning,	har	den	nye	terning	et	otte	gange	så	stort	rumfang	som	den	oprindelige.	Har	Susanne	
ret?	
	
I	prøver	først	at	tegne	situationen.	Han	får	tegnet	en	terning	og	fordobler	den	ene	side.		
I:	”…	så	skal	den	fylde	8	gange	så	meget?	Jeg	ved	det	ikke.	
Lærer:	”Hvor	mange	af	siderne	har	du	fordoblet	nu,	når	du	har	tegnet	sådan	der?”	
I:	”Den	der	side	(peger).	Nåh,	jeg	skal	også	fordoble	forneden	og	bagved!	(tegner)		
Lærer:	”Hvor	stort	et	rumfang	har	den	der?”	
I:	”Otte.	Vi	havde	kun	én	terning.	Så	passer	det	jo!”	
	
Analyse	
I	forstår,	at	han	skal	tage	stilling	til	en	implikation	(som	i	et	direkte	bevis),	og	ræsonnementet	
blot	er	at	bekræfte,	at	volumenet	ottedobles,	når	alle	sider	fordobles.		
Der	er	tale	om	et	empirisk	(induktivt)	bevisskema,	idet	I	tegner	sig	frem,	og	ud	fra	et	enkelt	
eksempel	slutter,	at	påstanden	er	korrekt.	
	
Diagnosticering	af	elev	I	
Vi	har	her	at	gøre	med	en	elev,	der	ikke	har	de	helt	store	vanskeligheder	med	algebra.	Han	er	
også	visuel	og	kan	tegne	sig	frem	til	løsningen	af	nogle	opgaver.	Til	gengæld	har	I	svært	ved	at	
forstå,	hvad	han	læser,	og	der	er	vanskeligheder	med	begrebet	udsagn	og	ækvivalens	mellem	
udsagn.	I	mangler	kendskab	til	forskellige	typer	matematiske	ræsonnementer	bortset	fra	den	
type,	man	benytter	ved	direkte	bevisførelse,	men	som	for	elev	A	kan	dette	skyldes,	at	I	heller	
ikke	har	mødt	denne	type	ræsonnementer	før.		
Bevisskemaerne	er	overvejende	af	typen	ydre	overbevisning,	men	der	er	også	empiriske	
bevisskemaer,	og	nogle	steder	tangerer	det	den	deduktive	type.	
Målet	for	I	er	at	få	kendskab	til	forskellige	ræsonnementstyper	bl.a.	betydningen	af	
modeksempler,	at	kunne	følge	andres	argumenter	og	selv	blive	i	stand	til	at	opstille	simple	
ræsonnementer.	
Elev	C	og	D	(CPH	West)	
Spørgsmål	18	
Aya	siger,	at	der	for	alle	reelle	tal	gælder,	at	a2		a.	Hvilket	af	følgende	værdier	af	a	kan	bruges	
til	at	vise,	at	dette	udsagn	er	falsk.	
a) a	=	‐½	
b) a	=	0	
c) a	=	1/10	
d) a	=	1	
e) a	=	0,2	
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D:	”Den	fattede	jeg	overhovedet	ikke.”	
Lærer:	”Hvorfor	gjorde	du	ikke	det?”	
C:	”Jeg	vidste	ikke,	hvad	de	reelle	tal	er,	og	hvad	den	der	streg	nedenunder	betyder.”	
D:	”Jeg	ved	ikke,	hvad	den	der	streg	betyder.”	
Lærer:	”Ved	du	(henvendt	til	D)	hvad	de	reelle	tal	er?”	
D:	”Nej.”	
Lærer:	”Jeg	plejer	at	sige,	det	er	alle	de	tal	vi	kender,	dvs	positive,	negative,	hele	tal,	brøker,	
decimaltal	og	kvadratrødder	og	π.	Så	er	der	også	lige	tegnet	i	mellem	a	og	a	i	anden.	Hvad	
betyder	det?	Har	I	nogen	ide	om,	hvad	det	kan	være.”	
C:	”Er	det	noget	med	større	end?”	
Lærer:	”Ja,	og	hvorfor	er	der	så	den	streg	under?”	
C:	”Kan	det	være	en	brøkstreg?”	
Lærer:	”Nej,	det	er	ikke	nogen	brøkstreg.”	
D:	”Det	kunne	være	et	lighedstegn.”	
Lærer:	”Ja.	I	har	måske	set	det	tidligere,	hvor	der	så	var	to	streger	under	>	i	stedet	for	en.	Det	
betyder,	at	det	der	står	her	er	a	i	anden	er	større	end	eller	lig	med	a.	Det	betyder,	at	tager	man	
et	tal	og	sætter	i	anden,	så	vil	det	være	større	end	eller	lig	med	tallet	selv.”	
C:	”Det	er	jo	rigtigt.”	
Lærer:	”Er	det	rigtigt?”	
C:	”Det	vil	jeg	sige	at	det	er.”	
Lærer:	”Lad	os	se,	hvad	der	står	i	opgaven.	”Hvilken	af	følgende	værdier	kan	anvendes	til	at	
vise	det	IKKE	er	sandt”.	Hvis	nu	I	prøver..”	
C:	”Jeg	tror,	at	det	er	den	der	minus	der.”	
Lærer:	”Hvad	sker	der,	når	vi	sætter	minus	½	i	anden.”	
C:	”Så	bliver	det	en	fjerdedel.”	
Lærer:	”Ja,	det	blev	en	fjerdedel.	Man	kan	så	sige	at	¼	er	større	end	eller	lig	med	‐½.”	
C:	”Det	er	mindre	end.”	
Lærer:	”Nej,	det	er…”	
D:	”Det	er	større.”	
Lærer:	”Det	ene	er	et	negativt	tal	og	det	andet	er	positivt.	Den	er	faktisk	ok.	Kan	vi	bruge	0?	
Dvs.	der	står	0	i	anden	er	større	end	eller	lig	med	0.”	
C:	”Den	kan	vi	heller	ikke	bruge.	Den	vil	jo	give	nul”	
Lærer:	”Vi	prøver	med	en	tiendedel.	Hvor	meget	bliver	1/10	i	anden?”	
C:	”Det	er	en	hundrededel.”	
Lærer:	”Så	står	der	at	en	hundrededel	og	større	end	eller	lig	med	en	tiendedel.”	
C:	”Det	er	jo	mindre	end.”	
Lærer:	”Ja,	hvad	har	vi	så	vist?”	
C:	”At	det	ikke	altid	er	større	end	eller	lig	med.”	
Lærer:	”Hvad	med	1?”	
C:	”Det	bliver	1	igen.”	
Lærer:	”Ja,	så	gælder	lighedstegnet.	Hvad	med	0,2?”	
Side	76	af	242	
	
C:	”Det	er	0,02.	Er	det	ikke?”	
Lærer:	”Nej,	du	skal	lige	huske	også	at	gange	to‐tallerne	med	hinanden.	Det	giver..”	
C:	”0,04”	
Sammen	med	læreren	kommer	de	frem	til	at	tallene	mellem	0	og	1	er	dem,	der	giver	noget	
andet.	
	
Analyse	
Her	er	det	forståelsen	af	opgaven,	der	helt	mangler	hos	begge	elever.	Begge	elever	får	med	
hjælp	fra	læreren	en	forståelse	af	ord	og	tegn	og	ender	med	ved	at	sætte	alle	tallene	ind	et	
svar	på	opgaven.	De	befinder	sig	begge	på	det	empirisk	‐	induktive	niveau.	
	
Diagnosticering	
Det	gælder	for	begge	elever,	at	der	i	mange	af	opgaverne	er	problemer	både	med	ord,	
symboler	og	logisk	opbygning	af	spørgsmålene.	I	de	fleste	tilfælde	er	bevisskemaerne	af	ydre	
overbevisning,	hvis	det	overhovedet	har	været	muligt	at	indplacere	deres	besvarelser.	I	
opgaver,	hvor	det	er	muligt	at	anvende	tal	har	særligt	C	et	lille	fortrin.	Dog	ikke	i	opgaverne	
med	procentregning.	
Målsætning	for	begge	disse	elever	er,	at	de	skal	blive	bedre	i	stand	til	at	forstå	opbygningen	af	
et	spørgsmål	og	dermed	øge	muligheden	for	at	kunne	svare	og	hermed	anvende	simple	
ræsonnementer.	
Undervisningsforløbet	
Udvikling	af	forløbet	
Udviklingen	af	de	opgaver,	der	indgik	i	forløbet,	blev	foretaget	på	baggrund	af	
diagnosticeringen	og	de	opstillede	mål	for	eleverne	på	OTG,	idet	man	på	CPH	West	var	bundet	
af	at	benytte	et	fælles	skoleprojekt.	Da	elev	A	primært	havde	bevisskemaer	af	typen	indre	
overbevisning,	dvs.	ræsonnementer	skal	opstilles	af	en	autoritet	og	helst	opskrives	på	en	
særlig	form	for	at	blive	accepteret,	var	det	vigtigt,	at	A	kom	til	at	arbejde	med	ræsonnementer,	
der	blev	skrevet	op	på	andre	måder,	og	at	hun	arbejdede	med	at	selv	at	opstille	hypoteser	og	
argumentere	for	dem	vha.	konkrete	taleksempler	for	at	nå	et	empirisk	skema.	Tilsvarende	
overvejelser	for	elev	I	indgik	i	udviklingen.	
Vi	valgte	at	fokusere	på,	at	eleverne	lærte,	hvad	et	udsagn	er,	og	hvad	det	vil	sige,	at	udsagn	er	
ækvivalente.	Derudover	skulle	de	møde	forskellige	typer	ræsonnementer,	og	de	skulle	lære	at	
følge	andres	ræsonnementer	og	selv	opstille	små	følger	af	simple	ræsonnementer.	Endelig	
skulle	de	møde	brugen	af	modeksempler	i	argumentation.	
Det	var	vigtigt,	at	opgaverne	var	skrevet	i	et	relativt	enkelt	sprog,	og	der	måtte	ikke	være	
negationer,	for	så	gik	eleverne	i	stå,	når	de	skulle	arbejde	i	grupper.	Endelig	måtte	opgaverne	
ikke	kræve	brug	af	for	meget	algebra,	som	kunne	skabe	så	store	vanskeligheder,	at	eleverne	
mistede	fokus	på	selve	argumentationen.	Valget	faldt	derfor	på	geometri,	hvor	det	meste	
algebra	kan	undgås,	og	hvor	tanken	om	at	matematikken	bygger	på	nogle	”sandheder”,	
aksiomer,	har	en	fremtrædende	plads.	Hertil	kom	et	eksempel	på	en	opgave,	som	ved	
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inspektion	gav	en	modstrid,	dog	først	efter	afprøvning	af	de	tal,	der	ofte	prøves	med	nemlig	1	
og	2.	Vi	koncentrerede	os	om	direkte	beviser,	så	eleverne	fik	en	klar	fornemmelse	af,	hvad	det	
betyder,	at	 A B .	Hvad	er	forudsætningen/antagelsen?	hvad	er	hypotesen,	som	skal	vises?		
Under	institutionaliseringen	skulle	der	inddrages	eksempler	på	andre	bevistyper	fx	
kontaposition,	og	i	diskussionerne	af	svarene	fra	såvel	detektionstesten	som	den	afsluttende	
test	skulle	begreberne	udsagn	og	ækvivalente	udsagn	indgå,	så	eleverne	også	så	negerede	
udsagn.	Der	skulle	afsættes	tid	til,	at	eleverne	selvstændigt	kunne	arbejdede	med	opgaver,	der	
indeholdt	de	indførte	begreber	efter	diskussionen	af	detektionstesten	og	inden	en	afsluttende	
test.	Disse	opgaver	ville	vi	samtidig	benytte	som	udgangspunkt	for	anden	vejledningssamtale	
med	de	udvalgte	elever.	
Skønt	vi	forsøgte	at	undgå	længere	algebraiske	beregninger,	kunne	et	vist	algebraisk	indhold	i	
opgaverne	ikke	undgås.	Vi	benytter	atter	GTG‐modellen	(Kieran,	2007)	fra	(Se	afsnittet	
”Algebraiske	aktiviteter	–	en	model)	i	udformningen	og	analysen	af	opgaverne,	men	denne	
gang	med	vægten	lagt	på	de	generationelle	aktiviteter.	Disse	omfatter	opstilling	af	udtryk	for	
objekter	som	fx	
	
- generelle	udtryk,	der	beskriver	geometriske	strukturer		
- generelle	udtryk	om	talfølger.		
I	det	følgende	vil	vi	kort	analysere	hver	af	de	6	opgaver	i	forløbet,	som	ses	i	bilag	11:	
	
Opgave	1	Eleverne	skal	vise,	at	to	udsagn	om	en	retvinklet	trekant	er	ækvivalente.	Den	
overordnede	antagelse	er,	at	trekanten	er	retvinklet,	og	dette	er	en	forudsætning	i	hele	
argumentationskæden.	Under	visningen	af	 A B antages	det,	at	arealet	kan	opskrives	på	en	
bestemt	måde,	og	heraf	følger	så,	at	trekantens	to	spidse	vinkler	må	være	identiske.	Omvendt	
når	man	viser,	 B A er	antagelsen,	at	disse	to	vinkler	er	ens	og	heraf	følger,	at	arealet	kan	
bestemmes	som	¼	af	kvadratet	på	hypotenusen.	Hvis	ikke	alle	led	i	bevisførelsen	havde	været	
opstillet,	ville	opgaven	primært	have	været	transformationel,	men	her	hvor	der	er	fokus	på,	
hvorfor	hver	omskrivning	er	korrekt,	drejer	det	sig	i	stedet	om	hvilke	forudsætninger,	der	
fører	til	den	enkelte	opskrivning,	og	man	bevæger	sig	mod	det	generationelle.	
Man	skal	forstå,	at	man	skal	tage	stilling	til	to	forskellige	implikationer,	og	at	hvis	den	ene	er	
opfyldt	vil	den	anden	også	være	det,	samt	at	de	gælder	for	alle	retvinklede	trekanter.	Det	
matematiske	indhold	er	trekantsberegninger	om	sidelængder	og	højder,	samt	ganske	mange	
algebraiske	omskrivninger.	Løsningsræsonnementets	logik	er	at	bekræfte	implikationerne	
hver	for	sig	og	dermed	slutte,	at	de	er	ækvivalente.	
	
Opgave	2	Ud	fra	Euklids	første	3	aksiomer,	skal	eleverne	opskrive	de	udtryk	(ligninger),	der	
giver,	at	topvinklerne	er	ens.	Hertil	benyttes	den	generationelle	aktivitet	a).		
Opgaveformuleringens	logik	er	at	begrunde	en	påstand.	Det	matematiske	indhold	er	at	
opstille	nogle	sammenhænge	om	vinkelsummer,	der	ud	fra	Euklids	aksiomer	fører	til	svaret.	
Løsningsræsonnementets	logik	er	at	bekræfte	de	enkelte	argumenter	i	ræsonnementet.	
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Opgave	3	En	videreudvikling	af	opgave	2.	Her	er	målet,	at	eleverne	ser,	at	ud	fra	et	postulat	og	
et	tidligere	vist	resultat	(opgave	2),	kan	man	vise	en	universalpåstand	nemlig,	at	
vinkelsummen	i	en	trekant	altid	er	180	grader.	Man	kan	ikke	længere	blot	antage,	at	
ensliggende	vinkler	ved	parallelle	linjer	er	lige	store.	At	vise	denne	antagelse	er	en	del	af	
bevisførelsen.	Denne	opgave	er	ligeledes	en	generationel	aktivitet	af	type	a).	
Opgaveformuleringens	logik	er	at	begrunde	en	påstand.	Det	antydede	bevis	kræver	accept	af	
universalpåstanden,	at	”ensliggende”	vinkler	ved	parallelle	linjer	er	lige	store.	Dette	skal	vises	
her.	Det	matematiske	indhold	er	forståelse	og	brug	af	aksiomerne	og	opgave	1	om	vinkler.	
Løsningsræsonnementets	logik	er	bekræftelse	af	de	indgående	implikationer.	
	
Opgave	4	Eleverne	skal	her	vise	en	påstand	om	vinkelsummen	i	firkanter.	På	grundlag	af	
resultatet	fra	opgave	3	kan	de	komme	frem	til,	at	den	fremsatte	påstand	er	sand	for	enhver	
mulig	firkant.	En	generationel	aktivitet	af	type	a).	Der	er	også	mulighed	for	at	vise	empirisk	
bevisskema	ved	at	tegne	eksempler	og	måle	op.	Den	matematiske	substans	er	
trekantsberegninger	og	målinger	i	fx	Geogebra.	Logikken	i	løsningsræsonnementet	er,	at	
enhver	firkant	kan	trianguleres.	
	
Opgave	5	Man	går	nu	et	niveau	op,	og	ser	på	n‐kanter.	Opgaveformuleringens	logik	er	her,	at	
man	selv	skal	fremsætte	en	påstand	ud	fra	empiri.	Det	matematiske	indhold	er	modellering	af	
n‐kanter,	triangulering	og	bestemmelse	af	vinkelsummen	af	trekanter.	
Løsningsræsonnementet	er	principielt	det	samme	som	i	opgave	4,	men	der	er	flere	
specialtilfælde,	idet	en	n‐kant	kan	have	flere	forskellige	former	end	en	firkant.	Det	forventes	
ikke,	at	eleverne	kan	komme	med	et	formelt	bevis	for	deres	påstand	om	vinkelsummen	i	en	n‐
kant,	men	det	er	vigtigt,	at	de	drøfter	hvilke	typer	ræsonnementer,	der	er	brug	for,	også	selv	
om	de	ikke	er	i	stand	til	at	opskrive	det	på	korrekt	matematisk	vis.	Man	kan	skelne	mellem	de	
besvarelser,	der	argumenterer	for,	at	påstanden	gælder	for	en	helt	generel	firkant,	og	de,	der	
benytter	mange	eksempler	på	konkrete	n‐kanter	som	belæg.	Der	er	her	ligeledes	tale	om	en	
generationel	opgave	af	type	a).	
	
Opgave	6	I	denne	opgave	skal	der	fremsættes	en	påstand	på	baggrund	af	empiri.	Det	
matematiske	indhold	er	terminologien	for	cirkler.	Løsningsræsonnementets	logik	er,	at	en	
påstand	kan	modbevises	med	blot	et	enkelt	modbevis.	Her	vil	påstanden	holde,	når	der	
afsættes	1	–	4	punkter	på	periferien,	mens	der	fremkommer	en	modstrid	ved	afsættelse	af	
flere	punkter.	Opgaven	nærmer	sig	en	generationel	aktivitet	af	type	b).	
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Den	afsluttende	test	(bilag	12)	består	af	opgaver,	der	skal	vise	om	eleverne	kan	
- følge	og	redegøre	for	andres	tankegang	(8)15	
- argumentere	for	sandheden	af	en	påstand	(1,	2,	3,	9)	
- tage	stilling	til	påstande	(4,5,6)	
- forkaste	en	påstand	ud	fra	modeksempler	(7)	
- udpege	ækvivalente	udsagn	(11,12,13)	
- opstille	en	hypotese	ud	fra	empiri	(10)	
Vi	stillede	ikke	opgaver	af	transformationel	karakter.	De	opgaver,	der	havde	algebraisk	
indhold	var	alle	af	den	generationelle	type.	Herved	undgik	vi,	at	eleverne	blev	bremset	i	deres	
ræsonnementer	af	algebraiske	manipulationer,	som	vi	i	forvejen	vidste,	de	havde	svært	ved.	
Observationer	under	gruppearbejdet	på	OTG	
Efter	en	kort	introduktion	til	forløbet	(ca.	20	minutter)	gik	eleverne	i	gang	med	opgaverne.	De	
var	inddelt	i	grupper	af	4	personer.	De	to	udvalgte	elever	havde	selv	været	med	til	at	lave	
deres	egne	grupper,	mens	de	øvrige	grupper	var	lavet	af	læreren	på	grundlag	af	resultaterne	
fra	detektionstest	2.	I	hver	gruppe	var	elever,	der	havde	scoret	(relativt)	højt	indenfor	hhv.	
algebra	og	ikke‐algebra	opgaver,	og	spredningen	i	hver	gruppe	var	gjort	så	lille	som	mulig.	
De	første	4	lektioner	blev	der	arbejdet	intenst,	mens	aktivitetsniveauet	den	sidste	dag	var	
noget	mindre	–	måske	på	grund	af	udsigt	til	påskeferie?	En	anden	årsag	var,	at	de	fleste	
grupper	havde	nået,	det	de	magtede	i	løbet	af	de	første	4	lektioner,	mens	man	den	sidste	dag	
dels	forsøgte	at	svare	på	det,	man	manglede	–	men	ikke	rigtig	kunne	finde	ud	af,	og	brugte	
tiden	til	at	lave	en	pæn	besvarelse.	
Som	lærer	bestod	arbejdet	mest	i	at	gå	rundt	og	lytte.	Ind	i	mellem	blev	man	spurgt	om	
konkrete	spørgsmål,	og	her	gjaldt	det	om	at	svare	med	et	spørgsmål,	der	kunne	lede	eleverne	
videre	i	deres	egne	diskussioner.	
Grupperne,	der	indeholdt	de	udvalgte	elever,	blev	videofilmet	undervejs.	Af	videofilmen	ses	
det	tydeligt,	hvordan	de	sociomatematiske	normer	dannes	undervejs,	men	man	bemærker	
også,	hvad	eleverne	har	svært	ved.	
	
Gruppen	med	elev	A	arbejder	med	opgave	5	
Elev	1:	”Vi	skal	opstille	en	hypotese,	altså	en	sætning,	om	hvor	mange	grader	vinkelsummen	
er	i	en	n‐kant.	Altså	ligesom	om	der	er	et	forhold	mellem,	hvor	mange	kanter	den	er,	og	hvor	
mange	grader	den	har.”	
Elev	2:	”Ja.	f.eks.	i	en	trekant	og	en	firkant,	der	er	ikke	den	samme	vinkelsum.”	
Elev	1.	”Når	der	kommer	en	ekstra	vinkel	på,	hvor	stor	er	forskellen	så	hver	gang.	
A:	I	en	trekant	er	den	180,	i	en	firkant	er	den	360.”	
Elev	1:	”Er	der	noget	I	tænker?	at	det	kan	måske	være	det?	for	vi	skal	jo	opstille	en	hypotese.	
Hver	gang	der	kommer	en	ekstra	kant	kommer	der	90	grader	mere,	eller	sådan	noget.”	
																																																								
15	Tallene	i	(	)	henviser	til	opgavenummeret	i	den	afsluttende	test.	
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Elev	2:	”Altså	fra	en	trekant	til	en	firkant	der	har	vi	jo	lige	det	dobbelte.”	
A:	”tror	I	det	er	det	dobbelte	igen,	hvis	der	er	det	er	en	femkant?	Nej,	det	må	være	180	oven	i.	
Eller…	det	kunne	egentlig	godt	være	360	oveni.”	
Elev	2:	”Så	er	det	også	det	dobbelte	igen.”	
Elev	1:	”Den	kan	jo	godt	være	vores	hypotese.	Hvis	det	nu	er	vores	hypotese,	hvordan	skal	vi	
så	skrive	det?	At	den	stiger	med	så	og	så	mange	grader?”	
A:	”Jeg	tror	den	stiger	med	180	grader.”	
Elev	1:	”180	grader	hver	gang?”	
Elev	2:	”180	gange	2n.	Eller	stiger	den	bare	med	180	grader	hver	gang?”	
A:	”Kan	vi	sige	180	gange	siderne?	…Nej.”	
Elev	2:	”Hvis	vi	nu	ganger	med	gange	2n.”	
A:	”Så	bliver	det	bare	meget	højt	lige	pludselig.”	
Elev	1:	”Skal	vi	ikke	prøve	og	tegne	nogen?	og	måle	dem?	Så	kan	vi	måske	finde	ud	af	noget.	Vi	
skal	lave	en	femkant	og	en	sekskant	og	en	syvkant	og	en	ottekant.”	
…	
Af	tegningerne	kommer	gruppen	frem	til	følgende:	
Elev	2:	”For	hver	ekstra	kant,	så	plusser	vi	med	180	grader.”	
Elev	1:	”Det	var	lige	det,	vi	talte	om	før	som	vores	hypotese!	vi	kunne	bare	ikke	finde	ud	af	at	
formulere	den	ordentligt.	Kan	vi	på	en	anden	måde	end	det	her	vise,	at	den	er	sand?	Kan	vi	
gøre	det	anderledes	end	ved	bare	at	tegne	den	ind?”	
Elev	2:	”Vi	har	altid	et	startpunkt,	som	er	trekanten,	og	som	er	180.	Skal	vi	have	det	med?”	
Elev	1:	”Lad	mig	lige	prøve	at	tegne	det.”	
A:	”Næh,	en	stjerne!”	
Elev	1:	”Ja.	Når	jeg	siger	180	så	tænker	jeg	trekant.	Jeg	tegner	lige	en	sekskant.	Er	de	ikke	
opbygget	af	trekanter?	og	det	er	derfor	vi	plusser	med	180.	Kan	I	se	hvad	jeg	mener?”	
Elev	2:	”Jah…”	
Elev	1:	”Det	må	have	noget	med	det	at	gøre.	Jeg	vil	finde	en	anden	måde	at	vise	det.	Se,	hvis	vi	
nu	plusser	den	her	trekant	på	en	eller	anden	figur…”	
Elev	2:	”Så	får	man	jo	180	grader	mere	på,	for	der	er	altid	180	grader	i	en	trekant.”	
Elev	1:	”Se	her.	Når	man	plusser	en	kant	mere	på,	så	plusser	man	faktisk	en	trekant	mere	på.	
Det	gør	man	jo	faktisk.”	
A:	”Så	når	du	går	fra	en	trekant	til	en	firkant,	så	er	det	bare	en	trekant	smidt	oven	i?”	
Elev	1:	”Lige	præcis!	Så	når	man	skal	have	en	ny	n‐kant,	så	kommer	der	en	trekant	mere	på,	og	
derfra	kommer	de	180,	for	i	en	trekant	er	der	altid	180	grader.”	
A:	”Ja.	Det	lyder	meget	rigtigt.”	
Elev	2:	”Det	godt	tænkt.”	
Elev	1:	”Tak!	Men	er	det	her	et	godt	nok	bevis?”	
Elev	2:	”Jeg	tror,	vi	skal	have	en	decideret	sætning,	som	kan	bruges	til	at	regne	det	ud	med.”	
Elev	1:	”Kan	vi	ikke	bruge	det,	der	står	i	opgaven	som	hjælp.”	
A:	”Men	siger	vi	ikke,	at	i	en	hvilke	som	helst	figur,	så	er	det	figuren	før,	der	giver	
vinkelsummen	af	den	nye	figur?”	
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Elev	1:	”Det	er	i	hvert	fald	det	bedste,	vi	har	haft	indtil	nu…”	
	
Gruppen	diskuterer	frem	og	tilbage	og	ender	med	følgende	formulering	i	deres	aflevering:	
”Vores	hypotese	er,	at	man	for	hver	”ekstra”	kant,	kommer	180	grader	ekstra	til	
vinkelsummen.	Dvs.	i	en	n‐kant	er	vinkelsummen	af	den	forrige	vinkel	+	180	grader	den	nye	
vinkelsum	af	ny	figur.		
Vores	bevis	ville	lyde	således	180+180(n‐3)	=	vinkelsum	af	n‐kant.”	
Dette	udtryk	afprøves	op	til	en	9‐kant.	Det	passer	i	alle	tilfælde	og	gruppen	mener	nok,	at	”nu	
har	de	knækket	den”.	De	fortsætter	diskussionen	om	det	er	et	rigtig	bevis,	eller	der	skal	
regnes	med	bogstaver.	Er	‐3	og	180	fx	bogstaver?	
Vi	ser	her	nogle	elever,	der	først	gør	sig	klart,	hvad	de	skal	gøre	(lave	en	sætning,	som	i	
opgaveformuleringen	benævnes	hypotese).	De	starter	med	forskellige	mere	eller	mindre	
umotiverede	gæt,	og	forkaster	nogle	af	dem	undervejs.	A	viser	en	fin	intuition,	men	deltager	
generelt	for	lidt	i	diskussionen.		
Næste	fase	er	en	struktureret	empiriopsamling,	hvor	der	tegnes	og	måles.	På	baggrund	heraf	
fremkommer	en	korrekt	arbejdshypotese.	Gruppen	er	klar	over,	at	dette	ikke	vil	tilfredsstille	
læreren(!)	Det	skal	bevises,	at	hypotesen	er	sand.	Især	elev	1	griber	sagen	fornuftigt	an	og	
giver	sig	til	at	skitsere	situationen	for	at	forstå,	hvad	der	sker.	Sammen	med	gruppen	kommer	
der	en	forklaring,	der	godt	nok	ikke	er	matematisk	helt	uddybende	nok,	som	faktisk	minder	
om	begyndelsen	til	et	induktionsbevis.		
Men	gruppen	er	stadig	ikke	tilfreds,	for	der	mangler	en	”formel”	som	den,	der	antydes	i	
oplægget.	Man	kommer	frem	til	et	forslag,	der	afspejler	den	måde,	som	udtrykket	er	
fremkommet	på,	og	denne	afprøves	og	virker.	Gruppen	føler	sig	overbeviste	om,	at	formlen	er	
korrekt,	men	de	giver	samtidig	udtryk	for,	at	de	godt	ved,	at	nogle	eksempler	med	tal	ikke	er	
et	bevis.	Man	skal	regne	med	bogstaver.	Den	endelige	formulering	er	fornuftig,	skønt	
terminologien	med	”bevis”	for	selve	påstanden	er	misforstået.	Ovenstående	viser	mange	
eksempler	på	elevernes	faktiske	matematikforestillinger.	
Institutionalisering	
Efter	de	6	lektioner	à	50	minutter,	som	eleverne	havde	til	at	arbejde	med	oplægget,	blev	der	
benyttet	yderligere	to	lektioner	til	forløbet.	Klassen	gik	sammen	med	læreren	opgaverne	
igennem	for	at	nå	til	en	antaget	fælles	forståelse	af,	hvad	matematiske	ræsonnementer	er,	
hvordan	og	hvornår	man	benytter	dem,	og	hvilke	resultater,	der	kommer	ud	af	det.	
For	at	eleverne	ikke	skulle	lade	sig	distrahere	af	computerens	mange	fristelser,	fik	alle	elever	
gruppens	besvarelse	udleveret	på	papir.			
Der	var	generel	god	diskussionslyst	og	alle	deltog,	selvom	nogle	skulle	presses	mere	end	
andre.	Det	lykkedes	dog	at	få	ca.	halvdelen	af	klassen	til	tavlen	og	alle	til	at	sige	noget	i	løbet	af	
de	to	lektioner.		
Vi	startede	med	en	diskussion	af	Euklids	postulater	og	aksiomer.	Især	hans	”manglende”	brug	
af	symboler	blev	bemærket,	og	mange	elever	gav	udtryk	for,	at	det	nok	var	første	gang,	de	
rigtig	havde	set,	hvorfor	symboler	faktisk	er	ret	praktiske	i	matematik.	
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Ud	fra	Postulat	5	fik	vi	diskuteret	os	frem	til	den	udgave	af	parallelpostulatet,	som	eleverne	
kender,	nemlig	at	ved	skæring	med	to	parallelle	linjer	er	ensliggende	vinkler	lige	store.	Hertil	
så	de	et	eksempel	på	bevisførelse	vha.	kontraposition,	som	Euklid	benyttede	ofte.	
I	opgave	1	skulle	eleverne	følge	en	given	bevisførelse,	og	de	skulle	beskrive	hvert	enkelt	
ræsonnement	i	kæden.	Det	gik	fint,	og	selve	idéen	om	to	ækvivalente	udsagn	syntes	forstået	af	
mange.	
De	to	næste	opgaver	krævede	noget	mere	diskussion.	Først	skulle	man	vise,	at	topvinkler	var	
lige	store,	og	dernæst	skulle	dette	bruges	til	at	vise,	at	de	to	vinkler	u	og	de	to	vinkler	w	på	
figuren	var	ens.	Eleverne	havde	haft	svært	ved	at	bruge	aksiomerne,	men	efter	den	fælles	snak	
om,	hvordan	de	så	ud,	når	man	benyttede	symboler,	kom	der	forslag	om,	at	man	jo	kunne	
skrive	 180u v   	og	 ' 180u v   	så	måtte	 'u v u v   	og	dermed	 'v v .	Det	blev	
accepteret	af	klassen.	
Det	springende	punkt	i	opgave	3	var	overraskende	nok	ikke	at	se,	at	opgave	2	straks	førte	til,	
at	de	på	figuren	angivne	vinkler	var	ens.	Dette	blev	straks	forklaret	af	flere	elever	ved	tavlen	
med	tegninger	og	henvisning	til	det,	der	lige	var	vist.		Der	i	mod	var	det	forståelsen	af,	at	man	
overhovedet	skulle	medtage	dette	argument	for	at	have	et	fuldgyldigt	bevis.	På	figuren	var	
vinklerne	jo	angivet	med	samme	navne,	og	så	måtte	de	også	være	ens!	
Opgaven	om	vinkelsummen	i	en	firkant	kom	klassen	hurtigt	igennem.	Til	gengæld	var	der	stor	
diskussion	af	n‐kanten.	Mange	hypoteser	var	opstillet:	Vinkelsummen	blev	angivet	som	
180 360n     ,	180 ( 3) 180n     	og	som	 A B ,	så	først	måtte	der	skaffes	enighed	om,	at	
alle	sagde	det	samme.	Den	første	gruppe	mente,	at	de	nu	nok	havde	vist,	det	var	rigtigt,	for	de	
havde	målt	helt	op	til	en	11‐kant,	og	når	man	tegnede	fx	en	8	kant	(der	blev	tegnet	en	
forholdsvis	regulær	8‐kant)	og	man	tegnede	alle	linjestykker	fra	samme	punkt,	så	kom	der	6	
trekanter	altså	2	mindre	end	de	8,	og	så	måtte	det	være	180 ( 2)n   .	
Hertil	var	der	straks	en	gruppe,	der	protesterede:	hvad	hvis	n‐kanten	ikke	var	så	pæn,	og	man	
ikke	fik	linjestykker,	som	gav	trekanter,	der	tilsammen	fyldte	hele	n‐kanten?	Her	kom	så	en	
længere	diskussion	af,	hvor	vidt	man	altid	kunne	dele	en	n‐kant	op	i	trekanter,	som	lå	helt	
inde	i	n‐kanten,	og	som	tilsammen	gav	det	hele.	Endelig	var	der	en	enkelt	gruppe,	der	næsten	
havde	fået	lavet	et	induktionsbevis.	De	argumenterede	for,	at	hver	gang	man	skulle	have	en	ny	
n‐kant,	der	havde	en	kant	mere	end	den	gamle,	så	svarede	det	til	at	lægge	et	punkt	udenfor	
den	gamle	n‐kant	og	forbinde	det	med	to	af	hjørnerne.	Dette	svarede	nøjagtigt	til	at	bygge	en	
trekant	på,	og	så	kom	der	180	grader	mere.	Uden	at	gå	helt	i	detaljer,	blev	de	præsenteret	for,	
hvad	et	induktionsbevis	er,	og	en	del	elever	var	straks	med	på	idéen.	
Den	sidste	opgave,	der	blev	gennemgået,	var	opgave	6	om	opdelingen	af	en	cirkel.	Alle	
grupper	var	kommet	frem	til	en	hypotese	om,	at	når	man	tilføjer	et	ekstra	punkt,	så	fordobles	
antallet	at	rum.	3	af	grupperne	mente,	at	hypotesen	måtte	være	sand,	mens	de	resterende	
grupper	havde	lavet	så	mange	figurer,	at	de	var	kommet	frem	til	en	modstrid.	Kun	en	af	disse	
grupper	var	helt	med	på,	at	så	var	hypotesen	ikke	sand,	mens	de	øvrige	3	var	lidt	flove	over,	at	
der	var	gået	noget	galt,	og	at	hypotesen	ikke	passede,	når	man	kom	op	til	6	punkter.	Havde	de	
tegnet	forkert?	Det	gav	en	rigtig	god	diskussion	af,	hvad	et	enkelt	modeksempel	kan	i	forhold	
til	1000	gode	eksempler.		
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Der	blev	endvidere	brugt	ca.	tre	timer	til	diskussion	af	besvarelsen	af	såvel	detektionstest	2	
som	den	afsluttende	test.	Fremgangsmåden	var	den	samme	som	under	institutionaliseringen,	
hvor	eleverne	kom	med	deres	forslag	til	løsningen,	og	man	i	fællesskab	blev	enige	om,	hvad	
der	var	acceptable	argumenter.	Læreren	holdt	sig	så	vidt	muligt	i	baggrunden,	men	fik	med	
spørgsmål	ledt	diskussionen	på	rette	vej,	når	den	tog	en	uhensigtsmæssig	drejning.	Et	enkelt	
eksempel	fra	diskussionen	skal	trækkes	frem	her.	Den	handlede	om	detektionstest	2’s	opgave	
18,	hvor	man	skulle	forkaste	en	påstand	vha.	modeksempler.	Her	begyndte	eleverne	at	
opstille	hypoteser	om,	hvornår	påstanden	var	sand,	og	hvordan	man	måtte	se	på	positive	og	
negative	tal	hver	for	sig.	Det	lykkedes	ved	opdeling	af	de	reelle	tal	i	tre	talmængder	at	få	
opskrevet	”en	sætning”	om	sandhedsværdien	af	påstanden	inden	for	hver	af	disse.	Endvidere	
inddrog	læreren	flere	samt	andre	eksempler	på	matematiske	ræsonnementer,	og	eleverne	fik	
efterfølgende	mulighed	for	selv	at	arbejde	med	disse	typer.		
Observationer	under	forløbet	på	CPH	West	
På	CPH	West	havde	eleverne	tidligere	arbejdet	med	matematisk	argumentation	og	mindre	
beviser	i	et	SO‐projekt16,	hvor	de	havde	fået	en	oversigt	over	forskellige	matematiske	
bevistyper	(direkte	bevis,	matematisk	induktion,	bevis	ved	kontraposition	og	indirekte	bevis)	
samt	eksempler	på	disse.	
Efter	en	uges	vinterferie	startede	klassen	op	med	en	introduktion	til	vores	forløb	om	
ræsonnementer	(bilag	11).	Eleverne	fik	lov	til	selv	at	vælge	sig	ind	i	grupper	med	omkring	3‐4	
personer	i	hver.	Det	betød,	at	grupperne	bestod	af	elever,	som	selv	mente,	at	de	kunne	arbejde	
godt	sammen.	Det	var	dog	flere	tilfælde,	hvor	grupperne	ikke	fik	lavet	så	meget.	Det	
resulterede	i,	at	nogle	grupper	lod	sig	inspirere	lidt	for	meget	af	andres	opgaver.	
Der	var	flere	gode	diskussioner	i	grupperne,	særligt	opgave	6	med	cirklen.	Her	var	der	flere	
grupper,	der	hurtigt	fik	opstillet	en	hypotese,	som	de	var	helt	overbeviste	om,	var	korrekt.	Her	
bad	læreren	dem	om	lige	at	tegne	et	par	ekstra	punkter,	hvilket	medførte,	at	de	mente,	at	de	
nu	ikke	længere	var	i	stand	til	at	tælle	(”Det	er	helt	umuligt	at	tælle	alle	de	små	områder”).	
Efter	endt	arbejde	blev	besvarelserne	afleveret.	Opgaven	blev	læst	igennem	af	læreren,	som	
ikke	gav	skriftlig	tilbagemelding.	Under	den	efterfølgende	institutionalisering	viste	det	sig	
imidlertid,	at	den	herskende	klassekultur	skal	udvikles	yderligere,	før	denne	type	diskussion	
giver	et	tilfredsstillende	udbytte.	Eleverne	er	ikke	helt	trygge	ved	hinanden,	og	det	er	ikke	
acceptabelt	at	sige	noget,	som	er	forkert	eller	bare	ikke	helt	korrekt.	Endvidere	deltog	alt	for	
få	elever	aktivt,	og	man	fik	det	indtryk,	at	der	var	for	få,	der	havde	arbejdet	seriøst	med	
opgaverne	under	gruppearbejdet.	
Afsluttende	vejledningssamtale	
Efter	klassediskussionerne	af	gruppearbejdet	og	detektionstest	2,	fik	eleverne	A	og	I	fra	OTG	
en	vejledningssamtale	på	1	time	hver.	Her	blev	de	præsenteret	for	opgaver,	der	omhandlede	
																																																								
16	SO‐projekt	=	Projekt	inden	for	Studieområdet.	Studieområdet	består	af	forløb,	hvor	eleverne	bl.a.	lærer	om	
fagenes	metoder.	Matematisk	argumentation	er	en	del	af	kernestoffet.	
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nogle	argumenter,	som	ikke	havde	været	i	gruppearbejdet,	men	som	var	blevet	taget	op	i	
forbindelse	med	diskussionerne.	Disse	argumenter	blev	efterfølgende	benyttet	i	den	
afsluttende	test,	hvor	hele	klassen	fik	mulighed	for	at	arbejde	med	opgaverne	på	egen	hånd.	
Nedenstående	viser	en	del	af	elev	A’s	besvarelse	af	opgaverne	fra	figur	11,	hvor	
opgaveformuleringens	logik	er,	at	der	opstilles	to	implikationer,	og	man	skal	tage	stilling	til	
om	disse	er	ens.		Logikken	i	løsningsræsonnementet	er,	at	i	første	spørgsmål	er	de	to	udsagn	
hinandens	modsatte,	og	det	ene	er	sandt,	mens	det	andet	er	falsk.	I	andet	spørgsmål	er	der	
tale	om	bevisførelse	ved	kontraposition.	Der	er	med	vilje	undgået	et	matematisk	indhold	i	
denne	opgave,	da	fokus	ligger	på	selve	argumentationen.		
	
Figur	11		Opgave	fra	vejledningssamtale	
	
A:	”De	er	ikke	ens…	(pause,	peger	på	udsagn	b	i	første	spørgsmål	)	…	for	vi	kunne	ligeså	godt	
have	været	i	marts	eller	maj	måned,	når	det	er	forår.”	
Lærer:	”Nemlig,	smaddergodt.”	
A:	”Jeg	har	hovedet	med	i	dag,”	
Lærer:	”så	prøv	den	næste.”	
A:	”De	siger	vel	det	samme.	Fordi	her	i	b’eren	er	vi	udenfor	marts	til	maj	perioden,	hvor	den	
der	(peger	på	udsagn	a)	siger,	vi	er	i	april	måned,	så	er	det	forår”	
Lærer:	”Ja,	det	er	rigtig	godt!	Og	læg	lige	mærke	til,	at	det	her	spørgsmål	to	er	et	eksempel	på	
det,	vi	talte	om	i	sidste	time,	at	hvis	vi	har	et	udsagn,	der	går	den	vej	(peger)	vi	kunne	jo	godt	
skrive	april	 	forår,	så	er	det	det	samme	som	at	sige	ikke‐forår	 	ikke‐april.”	
A:	”Så	er	det	vel	et	ja!”	
…	
A	har	ingen	problemer	med	denne	opgave.	Det	er	måske	lidt	overraskende,	når	man	tager	
hendes	problemer	med	en	tilsvarende	opgave	i	detektionstesten	i	betragtning.	Vi	formoder,	at	
det	var	formuleringen	og	det	matematiske	indhold	i	detektionstesten,	der	tidligere	bremsede	
elev	A.	Sandsynligvis	i	kombination	med	manglende	kendskab	til	denne	type	argumentation.	I	
den	afsluttende	test	(se	bilag	12)	forekom	tre	opgaver	af	samme	type,	men	hvor	indholdet	var	
matematisk	(udsagn	om	lige	og	ulige	tal),	og	disse	opgaver	havde	elev	A	heller	ingen	
problemer	med.		
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Under	klassediskussionerne	var	vi	nået	frem	til,	at	lige	tal	kan	skrives	som	2n	og	ulige	tal	som	
2m+1,	hvor	n	og	m	er	hele	tal.	Et	par	elever	havde	vist	på	tavlen,	at	produktet	af	to	ulige	tal	ltid	
må	være	ulige.		
	
Nedenstående	transskription	viser,	hvordan	elev	I	takler	følgende	påstand:		
	
summen	af	to	ulige	tal	er	altid	ulige.17	
	
Lærer:	”Hvad	siger	du	til	denne	opgave?”	
I:	”Jeg	ved	ikke…”	
Lærer:	”Ok,	jeg	omformulerer	den.	Man	har	to	ulige	tal.	Hvad	bliver	det	så,	når	man	lægger	
dem	sammen?”	
I:	”Så	bliver	de	ulige	eller	hvad?”	
Lærer:	”Ja,	det	er	det,	du	skal	vise.	Nu	har	du	to	ulige	tal.	Prøv	at	skrive	to	ulige	tal	op.	
I:	”Så	var	det	noget	med,	at	man	skrev	dem	op	på	en	bestemt	måde.	Noget	med	et	1‐tal”.	
Lærer:	”Ja.	Kan	du	være	mere	præcis?”	
I:	”Når	man	ganger	med	2	bliver	det	lige…	Lige	tal	var	2n.”	
Lærer:	”og	hvordan	skriver	man	så	ulige	tal?”	
I:	”Er	det	så	ikke	2n+1?”	
Lærer:	”Nemlig.	Prøv	så	at	læse	op,	hvad	du	skal	vise”	
I	(læser	op):	”Jeg	har	to	ulige	tal,	og	så	plusser	jeg	dem,	og	så	bliver	det	lige?”	
Lærer:	”Lige	præcis.	Hvordan	vil	du	vise	det?	
I:	”Jeg	skriver	 2 1A n  og	 2 1B n  ”	
Lærer:	”Skal	de	to	tal	du	lægger	sammen	være	ens?	
I:	”Næ,	det	står	der	ikke	noget	om”	
Lærer:	”Men	 A 	og	 B er	skrevet	op	på	præcis	samme	måde!	Så	er	de	jo	ens.	Du	kan	skrive	det	
ene	n 	som	m ,	så	er	de	ikke	ens.	Hvad	får	du	så,	når	du	lægger	dem	sammen?”	
I:	”2 1 2 1 6n m    ”	
Lærer:	”Ahh.	Du	kan	ikke	vide	hvad	n 	og	m 	er,	så	dem	må	du	skrive	op	igen.”	
I:	”2 2 2n m  ”	
Lærer:	”Er	det	et	lige	tal?”	
I:	”Det	er	det	vel,	for	der	er	2	alle	steder.”	
Yderligere	snak	bringer	ikke	elev	I	til	på	egen	hånd	at	få	skrevet	tallet	op	som	 2N ,	hvor	
1N n m   ,	men	man	har	en	fornemmelse	af,	at	han	udmærket	kan	følge	argumentationen,	
når	den	bliver	fortalt.	Dette	mønster	gentager	sig	ved	et	par	af	de	andre	opgaver.	Men	der	er	
dog	også	opgaver,	hvor	eleven	med	ganske	små	”hjælpespørgsmål”	kommer	fint	igennem	de	
nødvendige	ræsonnementer.	
																																																								
17	Disse	opgaver	er	af	den	transformationelle	type,	men	vi	mener,	at	det	algebraiske	indhold	er	så	begrænset,	at	
det	ikke	er	det,	der	bremser	eleverne.	
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Har	forløbet	virket?	
Vi	skal	i	dette	afsnit	undersøge,	om	de	udvalgte	elever	har	nået	de	mål,	der	blev	sat	efter	
diagnosticeringen.	Endvidere	vil	vi	kort	gøre	rede	for,	hvilke	konsekvenser	det	har	haft	for	
klasserne,	at	de	har	været	igennem	undervisningsforløbet	om	ræsonnementer	og	bevisførelse.	
Som	afslutning	fik	begge	klasser	en	test	(se	bilag	12)	bestående	af	opgaver,	som	krævede	
argumenter	af	de	typer,	der	var	kendt	fra	gruppearbejdet,	eller	som	var	introduceret	i	de	
efterfølgende	diskussioner.	Ingen	af	opgaverne	kunne	besvares	med	ja/nej	uden	der	var	
andre	opgaver,	som	krydstjekkede	elevernes	besvarelser.		
Klassen	fra	OTG	fik	i	gennemsnit	8,3	rigtige	svar	(64	%),	hvor	den	laveste	score	var	3(23	%)	
og	den	højeste	var	11,5	(88	%)	ud	af	13	mulige.	Elev	I	placerede	sig	lidt	under	gennemsnittet	
med	7	point,	mens	elev	A	til	både	lærerens	og	hendes	egen	store	overraskelse	endte	med	11	
point.	
På	CPH	West	var	de	sidste	3	spørgsmål	ikke	med	og	derfor	kan	klasserne	ikke	helt	
sammenlignes.	Klassen	fra	CPH	West	havde	i	gennemsnit	4,7	(47	%)	rigtige	svar,	hvor	den	
laveste	score	var	2	(20	%)	og	den	højeste	8,5	(85	%)	ud	af	10	mulige.	Elev	C	placerede	sig	med	
5	rigtige	(50	%)	lidt	over	midten	og	elev	D	placerede	sig	med	4,5	rigtige	omkring	midten	af	
klassen.	I	detektionstest	2	var	C	placeret	i	den	dårligste	femtedel,	og	D	var	den	ene	blandt	tre	
elever,	der	klarede	detektionstest	2	dårligst.	
	
	
Målet	for	A	var	at	opnå	kendskab	til		
forskellige	typer	ræsonnementer,	
overvejende	af	ikke‐algebraisk	karakter,	
at	kunne	følge	andres	argumenter	og	selv	
at	kunne	opstille	simple	ræsonnementer.		
	
Figur	12	viser	et	eksempel	fra	den	
afsluttende	test,	hvor	A	selv	har	opstillet	
de	ræsonnementer,	der	fører	til	
besvarelsen	af	den	første	opgave.	Man	
bemærker,	at	hun	har	lidt	problemer	med	
rækkefølgen	af	argumenterne.	Således	
siger	hun,	at	trekanterne	er	ligedannede,	
inden	hun	viser,	at	alle	tre	vinkler	parvist	
er	ens.	Men	straks	herefter	påviser	A	ved	
beregninger,	at	også	vinklerne	A	og	D	må	
være	ens.	
	
Figur	12		A’s	besvarelse	af	opgave	1	
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Figur	13		A’s	besvarelse	af	opgave	2	og	3	
	
	
Denne	lidt	bagvendte	argumentation	kunne	
være	et	tilfælde,	men	går	igen	i	den	følgende	
opgave,	som	vist	her.	
	
	
A	adskiller	de	to	figurer	i	både	opgave	2	og	3,	
så	situationen	bliver	magen	til	den	i	opgave	1.	
Herefter	benyttes	den	samme	argumentation.	
Igen	kommer	argumentet	om,	at	vinklerne	A	
og	F	er	lige	store	lidt	for	sent.	
Dette	er	imidlertid	kommet	på	plads	i	opgave	
3,	hvor	ræsonnementet	er	helt	korrekt.	
	
	
Figur	14		A’s	besvarelse	af	opgave	10	
Til	slut	vises	et	eksempel	(figur	14),	hvor	A	er	
blevet	bedt	om	at	opstille	en	hypotese.	Hun	
forsøger	at	udtrykke	den	symbolsk	som	”en	
sætning”	eller	”en	formel”,	præcis	som	
elevens	gruppe	fandt	frem	til	under	deres	
diskussion	af	oplægget	(se	afsnittet	
Observationer	under	gruppearbejdet).	De	
sociomatematiske	normer	udviklet	i	gruppen,	
har	vist	A,	hvad	der	er	krævet	i	en	opgave	
som	denne.	
	
Efter	samtaler	og	test,	må	vi	konkludere,	at	
elev	A	til	fulde	har	nået	de	opstillede	mål.		
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Målet	for	I	var	at	få	kendskab	til	forskellige	ræsonnementstyper	bl.a.	betydningen	af	
modeksempler,	at	kunne	følge	andres	argumenter	og	selv	at	blive	i	stand	til	at	opstille	simple	
ræsonnementer.		
	
Figur	15		I’s	besvarelse	af	opgave	9	
	
Under	den	sidste	vejledningssamtale	blev	I	bedt	om	at	vise,	at	summen	af	to	ulige	tal	altid	er	
ulige.	I	testen	var	opgaven	at	tage	stilling	til	en	påstand	om,	at	summen	af	to	lige	tal	altid	var	
lige	og	at	vise	det.	Figur	15	viser	I’s	besvarelse.	
Eleven	har	tydeligvis	fået	meget	ud	af	vejledningssamtalen	og	er	i	stand	til	at	gentage	
ræsonnement	herfra	med	de	ændringer,	der	kræves.	Man	bemærker,	at	 2a n er	blevet	
ændret	til	 2a N 	øverst	i	beviset,	men	det	er	uklart,	hvornår	denne	ændring	er	foretaget	og	
hvorfor.	Ser	man	samtidig	på	I’s	(ligeledes	korrekte)	besvarelse	af	opgave	8,	må	vi	konkludere,	
at	eleven	har	opfyldt	målet	om	at	følge	andres	argumenter	og	selv	kunne	opstille	simple	
ræsonnementer	for	en	given	påstand.		
Til	gengæld	er	I	ikke	selvstændigt	i	stand	til	at	opstille	en	hypotese	på	en	nær	så	uddybende	
måde	som	A.	I	ser	et	mønster	(se	figur	16),	hvor	summen	bliver	skiftevis	lige	og	ulige	tal	
(denne	type	besvarelse	optrådte	mange	gange).	Måske	er	det	den	didaktiske	kontrakt,	der	
viser	sig	her.	De	foregående	to	opgaver	og	de	efterfølgende	tre	opgaver	handlede	om	lige	og	
ulige	tal,	og	ordet	”ulige	tal”	indgår	i	opgaveformuleringen.	Den	sidste	(meningsløse)	del	af	I’s	
besvarelse	tyder	på,	at	han	formoder,	at	det	er	en	løsning	om	lige	og	ulige	tal,	der	forventes.	
Endelig	er	I	klar	over,	at	der	mangler	noget	i	hans	forklaring,	og	han	indsætter	ordene	”ulige”	
og	”tal”.	Dog	er	placeringen	af	ordet	”ulige”	ikke	korrekt.	Der	er	dog	ingen	tvivl	om	meningen	
med	hans	udsagn.	
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Figur	16		I’s	besvarelse	af	opgave	10	
	
Målet	med	at	få	kendskab	til	forskellige	typer	ræsonnementer	nås	ikke	fuldt	ud,	idet	opgaver	
12	og	13	ikke	besvares	korrekt,	og	I	er	heller	ikke	i	stand	til	at	finde	modeksempler	på	en	
forkert	påstand	(opgave	7,	se	figur	17).	Sammenholdes	besvarelsen	med	samtalerne	tyder	det	
på	problemer	med	at	forstå,	hvad	selve	påstanden	siger.	a2	bliver	delt	med	b,	men	det	
undersøges	slet	ikke,	om	b	går	op	i	a.	
I’s	besvarelse	afspejler	de	
observationer,	der	blev	gjort	under	
gruppearbejdet,	hvor	I’s	gruppe	
diskuterede	ivrigt,	men	ikke	kom	så	
dybt	ned	i	den	matematiske	
substans,	som	man	så	i	A’s	gruppe.	
De	sociomatematiske	normer,	der	
blev	opstillet	i	I’s	gruppe,	var	ikke	af	
samme	matematiske	kvalitet.		
	
Målet	for	C	var	at	være	i	stand	til	at	læse	og	forstå	sproget	og	symboler	anvendt	i	opgaver,	
hvor	det	er	meningen,	at	man	skal	være	i	stand	til	at	ræsonnere	sig	frem	til	et	svar.	I	den	
afsluttende	test	er	han	i	stand	til	at	svare	på	alle	spørgsmål,	dog	ikke	korrekt	i	alle,	men	en	
klar	fremgang	i	forståelsen	af	opgaverne.	
Figur	18	viser	C’s	besvarelse	af	spørgsmål	3	i	den	afsluttende	test.	Det	viser,	at	han	(ikke	med	
brug	af	opgave	1	og	2)	kan	vise	generelt,	at	diagonalerne	er	lige	lange.	Han	vælger	at	bruge	
Pythagoras	læresætning	og	bruger	den	udelukkende	symbolsk.		
Figur	17		I’s	besvarelse	af	opgave	7	
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Figur	18		C’s	besvarelse	af	opgave	3	
	
C	har	nået	målet	med	at	være	i	stand	til	bedre	at	forstå	opbygningen	i	disse	typer	af	opgaver.	
Han	er	ligeledes	blevet	mere	generel	i	sit	udtryk,	dvs.	han	vælger	selv	at	bruge	symboler	og	
går	ikke	straks	i	gang	med	at	sætte	tal	ind.	
	
Målet	for	D	var	ligesom	med	C	at	være	i	stand	til	at	læse	og	forstå	opgaverne.	Hun	var	også	i	
stand	til	at	svare	på	alle	spørgsmålene	og	svarene	var	af	en	væsentlig	bedre	karakter	end	i	
detektionstesten.	Figur	19	og	20	viser	eksempler	på	hendes	besvarelser.	
	
Figur	19		D’s	besvarelse	af	opgave	1	
	
I	spørgsmål	1	mangler	der	nogle	argumenter,	men	hun	er	i	stand	til	at	bruge	nogle	
argumenter,	så	man	er	med	på,	at	hun	ved,	at	vinklerne	i	de	to	trekanter	er	ens,	og	at	de	
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derved	er	ligedannede.	Derfra	slutter	hun,	at	de	to	linjestykker	også	er	lige	lange.	Hun	mangler	
at	argumentere	for,	at	det	kun	gælder,	når	|AB|	og	|EF|	er	lige	lange.	
	
Figur	20		D’s	besvarelse	af	opgave	2	
	
Hun	viser	her	i	spørgsmål	2	(figur	20),	at	hun	er	med	på	at	trekanterne	har	de	samme	vinkler	
og	derfor	vil	det	tilsvarende	gælde	for	de	to	øvrige	sider	i	trekanterne.	
D	mangler	stadig	en	del	inden	hun	har	det	helt	på	plads	med	tilstrækkelige	argumentation	for	
sine	påstande,	men	hun	har	rykket	sig	meget,	da	hun	tidligere	slet	ikke	var	i	stand	til	at	bruge	
argumenter,	som	hun	har	vist	her.	Hun	har	nået	sit	foreløbige	mål,	nemlig	at	være	bedre	i	
stand	til	at	forstå	opgaver	af	denne	karakter	samtidig	med,	at	hun	er	begyndt	at	bruge	simple	
ræsonnementer.	
	
For	de	udvalgte	elever	kan	vi	altså	konkludere,	at	deres	udbytte	af	forløbet	har	været	meget	
forskelligt,	men	at	de	alle	har	haft	gavn	af	den	ekstra	opmærksomhed,	som	vejledningen	har	
givet.	
Til	slut	vil	vi	knytte	et	par	kommentarer	til	forløbets	betydning	for	klasserne.	Vi	ser	tydeligt,	at	
alle	elever	har	haft	et	forholdsvist	stort	udbytte	af	forløbet	i	form	af	et	nyt	fælles	sprog	og	en	
forståelse	for	betydningen	af	matematiske	ræsonnementer	og	bevisførelse.	Det	er	derfor	
vigtigt,	at	vi	i	den	fremtidige	undervisning	holder	fast	i	denne	viden	og	refererer	tilbage	til	
den.	Klasserne	har	gennem	udbygningen	af	de	sociomatematiske	normer	om	ræsonnementer	
fået	en	tydelig	fornemmelse	for,	hvad	et	acceptabelt	argument	er,	at	taleksempler	ikke	er	nok	
til	at	bevise	noget,	men	at	et	enkelt	modeksempel	er	nok	til	at	forkaste	en	påstand.	Elevernes	
besvarelser	af	den	afsluttende	test	gav	eksempler	på	argumentationskæder,	som	det	ikke	ville	
have	været	realistiske	at	forvente	før	dette	forløb.	
Detektionstest	2	
I	denne	del	af	projektet	har	der,	som	i	vores	DEL	1	–	Algebra	–	begreber	og	begrebsdannelse,	
været	anvendt	en	detektionstest	med	det	formål,	at	kunne	vurdere	elevernes	evne	til	at	forstå	
en	opgaves	logik,	behandle	den	matematiske	substans	og	benytte	ræsonnementer	i	
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forbindelse	med	opgaveløsningen.	Opgaverne	i	denne	test	var	meget	forskellige	fra	hvad	
eleverne	tidligere	havde	set,	og	flere	af	opgaverne	var	på	et	niveau,	som	man	nok	ikke	kan	
forvente,	at	en	elev	efter	ca.	6	måneder	på	teknisk	gymnasium	vil	være	i	stand	til	at	besvare	
fyldestgørende.	Særligt	opgave	5	voldte	eleverne	store	vanskeligheder,	da	de	ikke	forstod,	
hvad	opgaven	gik	ud	på.	Enhver	elev	ved,	at	alle	tal	ikke	er	lig	med	nul,	men	alligevel	svarer	
mange	af	dem	ja	til	spørgsmålet	og	mener,	at	beviset	er	korrekt!	i	opgave	23	havde	eleverne	
også	problemer	med	at	forstå,	hvad	der	egentlig	blev	forventet	af	dem.	Hvad	menes	der	med	
det	mindste	tal?	Tænkes	der	på	det	positive	tal,	som	ligger	uendelig	tæt	på	0	eller	er	det	et	tal,	
som	ligger	ude	i	retning	mod	‐	? 
Testen	indeholder	23	spørgsmål,	hvoraf	de	to	nævnte	var	særlig	svære	for	eleverne.	Desuden	
indeholder	testen	en	række	spørgsmål,	hvor	eleven	ved	gæt	kan	ramme	den	rigtige	løsning.	
Det	drejer	sig	om	spørgsmålene	6,	(7),	19,	20,	21	og	23,	og	her	ville	det	have	været	ønskeligt,	
at	der	var	blevet	spurgt	ind	til	hvorfor,	eller	at	der	havde	været	et	andet	spørgsmål	som	kunne	
krydstjekke	svaret.	
Testen	er	med	til	at	afdække	indenfor	hvilke	områder	af	ræsonnementskompetencen,	
eleverne	oplever	særlige	vanskeligheder.	Vores	analyse	af	resultaterne	leder	os	til	den	
formodning,	at	elever,	der	har	vanskeligt	ved	algebra	og	generel	talforståelse	ofte	vil	fremstå	
som	elever	med	ringe	ræsonnementskompetence,	da	man	i	mange	ræsonnementer	og	ved	
bevisførelse	benytter	algebraiske	manipulationer.	Man	kan	derfor	overveje,	at	udskifte	nogle	
af	opgaverne	med	andre	typer	som	fx	de	eksempler	der	nævnes	i	afsnittet	Afsluttende	
vejledningssamtale	og	det	direkte	bevis	i	bilag	11.	
Detektionstest	2	er	et	godt	værktøj	til	at	identificere	hvilke	elever,	der	har	særlige	
vanskeligheder	med	ræsonnementer	og	et	nødvendigt	supplement	til	vore	egne	
observationer.	Som	vi	beskrev	i	afsnittet	Lærerens	forventninger	versus	elevernes	besvarelser	
var	vi	ikke	selv	så	gode	til	at	forudsige	elevernes	besvarelser,	og	dermed	deres	konkrete	
problemer,	som	vi	forventede.	
Strategi	for	matematikvejledning	
Som	tidligere	nævnt,	ser	vi	det	forholdsvis	usandsynligt,	at	vi	som	matematikvejledere	vil	få	
henvist	en	elev	pga.	problemer	med	ræsonnementer	og	bevisførelse.	Vores	kendskab	til	
gymnasieelever	fortæller	os,	at	det	er	andre	steder	i	paletten	af	matematikkundskaber,	at	de	
massive	problemer	ligger.	Særlig	problemer	med	algebra	som	fx	ikke	at	kunne	”regne”	med	
bogstaver	og	udføre	manipulationer	på	udtryk/ligninger	vil	overskygge	andre	vanskeligheder,	
og	forhindrer	eleverne	i	at	opnå	mange	af	de	matematiske	kernekompetencer	og	i	denne	
forbindelse	ræsonnementskompetencen.	Gennem	vores	arbejde	med	dette	projekt,	har	vi	dog	
samtidig	oplevet,	at	en	gennemtænkt	og	bevist	italesættelse	af	brugen	af	argumentation	og	
bevisførelse	i	matematikundervisningen,	kan	give	et	stort	udbytte.	Ræsonnementer	og	
bevisførelse	er	en	del	af	ethvert	matematisk	område,	men	ikke	en	selvstændig	disciplin	i	
gymnasiet,	og	derfor	bliver	undervisningen	ofte	indforstået.	Netop	denne	mangel	på	fokus	på	
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begrebet	matematisk	ræsonnement	medvirker	til,	at	eleverne	opfatter	fx	bevisførelse	som	
noget,	der	benyttes	mere	”ad	hoc”	end	som	en	bevidst	strategi,	man	kan	lære. 
	
Med	den	viden,	vi	har	nu,	mener	vi,	at	det	vil	være	passende	at	udføre	detektionstest	2	på	1.	
års	elever	med	matematik	A	i	studieretningen.	De	introduceres	forholdsvis	tidligt	i	forløbet	til	
bevisførelse	og	krav	om	brug	af	ræsonnementer	som	dokumentation	i	opgaveløsning.	For	
elever,	der	ikke	har	matematik	på	A‐niveau,	vil	vi	mene,	at	det	giver	bedre	mening	at	vente	
med	at	udføre	detektionstesten	til	starten	af	2.	år.	Det	skyldes,	at	elever,	der	ikke	har	valgt	
matematik	A	på	forhånd,	generelt	set	er	mindre	motiverede	for	matematik	og	derfor	trives	
bedst	med	virkelighedsnære	problemstillinger	i	matematikken.	
Et	forslag	til	et	vejledningsforløb	med	en	eller	flere	elever	med	læringsvanskeligheder	
indenfor	matematisk	ræsonnement	og	bevisførelse	kan	være:	
	
Identifikation	
En	lærer	med	en	førsteårsklasse	med	matematik	A	i	studieretning	har	fået	det	indtryk,	at	der	
sidder	et	par	elever	i	klassen,	som	har	vanskeligheder	ved	at	læse	og	forstå	den	logiske	
opbygning	af	et	bevis.	Derfor	retter	læreren	henvendelse	til	matematikvejlederen.	
Matematikvejlederen	beder	læreren	om	at	skrive	en	kort	udtalelse	om	hver	elev,	der	
indeholder	en	beskrivelse	af	typen/omfanget	af	problemer	for	de	nævnte	elever.	
Matematikvejlederen	vil	bistå	med	udførelsen	af	detektionstesten.		
	
Diagnosticering	
Vejlederen	gennemfører	en	egentlig	diagnosticering	af	de	udvalgte	elever	ved	en	samtale	
enten	enkeltvis	eller	i	små	grupper,	afhængig	af	problemstillinger	og	elevernes	behov.		
	
Intervention	
Matematikvejlederen	diskuterer	med	klassens	lærer,	hvordan	man	kan	tilrettelægge	et	forløb,	
som	i	særlig	grad	tilgodeser	de	diagnosticerede	elever.	Hvis	læreren	ikke	er	interesseret	i	at	
gennemføre	et	sådant	forløb,	foretages	kun	den	del	af	nedenstående	intervention,	som	
involverer	de	udpegede	elever.	Klassen	gennemfører	et	forløb,	som	vil	give	alle	elever	et	
bedre	indblik	i	matematisk	argumentation.	I	løbet	af	den	periode,	hvor	forløbet	bliver	
gennemført,	vil	de	diagnosticerede	elever	have	en	eller	flere	samtaler	med	
matematikvejlederen	for	at	følge	op	på	udbyttet	af	undervisningen	i	klassen.		
	
Et	sådan	vejledningsforløb	vil	efter	vores	mening	kunne	løfte	elevernes	evne	til	at	læse,	forstå	
og	skrive	ved	hjælp	af	matematiske	argumenter.	
De	spørgsmål,	som	anvendes	i	en	detektionstest	til	brug	på	1.	år,	bør	naturligvis	holdes	i	et	
sprog	og	på	et	niveau,	der	gør	det	muligt	for	eleverne	at	forstå,	hvad	der	forventes	af	dem.	På	
2.	og	3.	år	kan	man	gentage	proceduren	med	en	test,	der	afspejler	fagets	progression,	og	som	
resulterer	i	andre	klassebaserede	forløb	eller	vejledningssamtaler	for	enkelte	elever.	
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Findings	
De	væsentligste	opdagelser,	der	kan	uddrages	af	vores	arbejde	i	denne	del	er:	
	
- Det	er	muligt	at	tilrettelægge	et	forløb,	hvor	matematiske	beviser	ikke	kun	er	noget	
man	gør	for	læreren	skyld,	men	hvor	eleverne	oplever,	at	arbejdet	med	
ræsonnementer	og	bevisførelse	er	spændende	og	interessant.	Beviser,	der	forklarer,	er	
velegnede.	
	
- Læringsvanskeligheder	inden	for	algebra	overskygger	elevernes	problemer	med	
matematiske	ræsonnementer.		
	
- Forskellen	af	resultaterne	for	de	to	skoler	var	forholdsvis	stor	DEL	1,	men	i	denne	del	
er	denne	forskel	stort	set	væk.		
	
- Drengene	og	pigerne	præsterer	stort	set	ens	i	detektionstest	2,	i	modsætning	til	deres	
resultater	i	detektionstest	1.	
	
- Elev	I	har	overvundet	mange	af	sine	vanskeligheder	med	algebra	–	vejledningen	fra	
DEL	1	har	haft	en	langtidseffekt.	
Diskussion	
Matematikforestillinger		
Inden	vi	gik	i	gang	med	projektet,	havde	vi	en	formodning	om,	at	der	ville	være	en	
sammenhæng	mellem	elevernes	matematikforestillinger	og	deres	læringsvanskeligheder	
indenfor	emnet.	Endvidere	forventede	vi,	at	kunne	drage	nytte	af	udenlandske	undersøgelser	
af	elevers	matematikforestillinger.	Det	viste	sig	imidlertid,	at	vores	elever	havde	
matematikforestillinger,	der	på	mange	områder	afveg	fra	de,	der	ses	i	udlandet,	og	at	der	ikke	
var	tydelig	forskel	på	stærke	og	svage	elevers	matematikforestillinger.	Diagnosticeringen	blev	
derfor	ikke	foretaget	på	baggrund	af	de	matematikforestillinger	de	identificerede	elever	
havde.	 
Man	bør	dog	overveje,	om	man	i	analysen	af	de	identificerede	elevers	besvarelse	og	
efterfølgende	interviews	ikke	bør	have	mere	fokus	på	de	matematikforestillinger,	eleverne	
giver	udtryk	for	her,	og	ikke	blot	basere	sig	på	en	spørgeskemaundersøgelse	og	en	
skriveøvelse.	Det	er	ofte	elevernes	ubeviste	matematikforestillinger,	der	er	de	mest	
interessante	og	anvendelige.		
Den	efterfølgende	undersøgelse	af	klassernes	matematikforestillinger	viste,	at	der	var	sket	en	
markant	ændring	i	elevernes	holdning	til	matematik,	idet	de	nu	så	at	brug	af	ræsonnementer	
ikke	kun	sker	i	forbindelse	med	bevisførelse	men	også	er	en	del	af	opgaveløsning.	
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Bevisskemaer		
Elevernes	bevisskemaer	var	derimod	tæt	knyttet	til	deres	læringsvanskeligheder	og	et	nyttigt	
redskab	i	diagnosticeringen	og	den	efterfølgende	opstillingen	af	mål	for	de	fire	elever.	
Kombinationen	af	bevisskemaer	og	elevernes	begrebsforståelse/læringsniveau,	hjalp	os	med	
at	afgøre,	hvori	elevernes	læringsvanskeligheder	lå,	og	hvordan	vi	kunne	arbejde	med	at	få	
dem	op	på	et	højere	niveau	og	give	dem	et	mere	avanceret	bevisskema. 
For	at	klarlægge	den	nærmere	sammenhæng	mellem	læringsvanskeligheder	og	bevisskemaer,	
bør	man	undersøge	hvilke	bevisskemaer,	elever	uden	(eller	med	svage)	
læringsvanskeligheder	har.	Men	dette	ligger	ud	over	dette	projekt.	
Sociomatematiske	normer	
Som	nævnt	kunne	vi	ikke	benytte	elevernes	matematikforestillinger	direkte	i	planlægningen	
af	undervisningsforløbet.	Imidlertid	viste	vores	undersøgelser,	at	elevernes	holdninger	og	
tanker	om	matematikundervisning	var	et	godt	udgangspunkt	for	et	klassebaseret	forløb	
planlagt	som	gruppearbejde,	hvor	eleverne	på	egen	hånd	skulle	udforske	opstilling	og	
anvendelse	af	matematiske	ræsonnementer.	Kun	eleverne	fra	OTG	indgik	i	denne	
undersøgelse,	og	det	viste	sig	at	den	klassebaserede	intervention	fungerede	lang	bedst	her.	
Dette	tyder	sammen	med	observationerne	fra	CPH	West	på,	at	matematikforestillingerne	her	
afviger	fra	dem	i	Odense. 
De	observationer	vi	gjorde	os	såvel	under	elevernes	gruppearbejde	som	under	den	
efterfølgende	internalisering	tyder	på,	at	de	sociomatematiske	normer	i	forbindelse	med	
udviklingen	af	den	fælles	forståelse	for	brug	af	ræsonnementer	har	virket	gunstigt	for	alle	
elever.	Resultatet	af	den	afsluttende	test	viser	at	de	identificerede	elever	har	haft	stor	glæde	af	
forløbet.	Eleverne	fra	OTG	har	rykket	mest,	og	dette	kan	skyldes	at	forløbet	var	skræddersyet	
til	dem,	og	at	de	modtog	mere	vejledning.	Det	er	dog	ikke	muligt	at	konkludere,	at	det	i	særlig	
grad	har	været	de	sociomatematiske	normer,	der	i	særdeleshed	har	virket	positivt.	Her	kan	
foretages	yderligere	undersøgelser	og	sammenligninger	med	elever,	der	kun	modtager	
vejledning	og	traditionel	tavleundervisning.	
Konklusion	
Denne	del	af	projektet	belyste	og	undersøgte	matematikvejledningens	tre	faser:	identifikation,	
diagnosticering	og	intervention.	Identifikationen	af	elever	med	særlige	problemer	med	
ræsonnementer	og	bevisførelse	blev	foretaget	ud	fra	resultater	af	detektionstest	2	i	
kombination	af	lærerobservationer.	En	undersøgelse	af	elevernes	matematikforestillinger	
viste,	at	der	ikke	kunne	udpeges	væsentlige	forskelle	mellem	de	identificerede	elever	og	deres	
klassekammerater.	Den	efterfølgende	diagnosticering	gennem	samtaler	og	benyttelse	af	
bevisskemaer,	viste	sig	at	føre	til	opstilling	af	mål,	som	var	realistiske	og	delvist	opnåelige.	
Disse	mål	blev	forfulgt	gennem	vejledning	og	et	klassebaseret	undervisningsforløb.	
Undersøgelsen	af	OTG‐elevernes	matematikforestillinger	resulterede	i,	at	dette	forløb	blev	
planlagt	som	gruppearbejde,	og	udviklingen	af	undervisningsforløbet	tog	udgangspunkt	i	de	
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udvalgte	elevers	særlige	problemer.	Såvel	observationerne	under	forløbet,	de	efterfølgende	
vejledningssamtaler,	som	den	afsluttende	test	viste,	at	et	undervisningsforløb	som	dette,	kan	
give	anledning	til	opstilling	af	brugbare	sociomatematiske	normer,	der	ikke	blot	styrker	de	
udvalgte	elever	men	også	giver	deres	klassekammerater	et	væsentligt	udbytte.	Et	udbytte,	der	
afhængigt	af	klassekulturen	(diskussionslyst,	arbejdsmoral	etc.).	Endelig	så	vi	at	klassens	
matematikforestillinger	om	brug	af	ræsonnementer	i	bevisførelse	og	opgaveløsning	havde	
ændret	sig	markant.	 
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DEL	3	–	Matematisk	modellering	
Indledning	
Matematisk	modellering	spiller	en	særlig	fremtrædende	rolle	på	htx,	men	er	samtidig	et	
område,	der	ofte	volder	eleverne	problemer.	I	denne	del	af	projektet	har	vi	undersøgt	mulige	
veje	til	at	afhjælpe	nogle	af	disse	vanskeligheder.	
Netop	fordi	så	mange	elever	oplever	problemer	med	modellering,	har	vi	valgt	at	undersøge	
muligheden	for	ikke	blot	at	løfte	nogle	enkelte	elever,	men	derimod	en	hel	klasse	ved	at	
udnytte	den	dynamik,	man	oplever	i	gruppe‐	og	klassediskussioner.	I	
matematiseringsforløbet,	der	blev	gennemført	i	den	ene	klasse,	tog	vi	udgangspunkt	i	de	
vanskeligheder,	som	nogle	udvalgte	elever	oplever.	
Som	redskab	til	identifikation	af	disse	elever	benyttede	vi	en	detektionstest	udviklet	af	
Mogens	Niss	og	Uffe	Jankvist.	Testen	er	vedlagt	som	bilag	15.	Ud	fra	testresultaterne	har	vi	
udvalgt	fire	dygtige	og	fire	svage	elever.		Samtaler	med	de	dygtige	elever	viste	os	hvilke	
strategier,	der	er	kendetegnende	for	elever,	som	er	gode	til	modellering.	Disse	strategier	
forsøgte	vi	gennem	samtaler	at	videregive	til	de	svage	elever.	På	baggrund	af	
detektionstestens	resultaterne	valgte	vi	at	fokusere	på	delprocesserne	præmatmatisering	og	
matematisering.	
Til	at	beskrive	elevernes	udfordringer	ved	modellering	har	vi	benyttet	den	teori,	der	er	
beskrevet	i	DEL1	og	DEL	2	suppleret	med	et	afsnit	om	modellering	som	begrundelsesform.		
Matematiske	modeller	og	modellering	
Den	klassiske	betydning	af	ordet	modellering	er	at	indfange,	beskrive	og	behandle	en	
eksisterende	verden.	Dette	betegnes	også	deskriptiv	modellering.	Imidlertid	benyttes	
matematiske	modeller	også	som	beslutningsgrundlag	og	til	at	indrette	”virkeligheden”,	dvs.	
ved	at	foreskrive	regler	eller	angive	standarder,	som	bør	følges.	Dette	kaldes	præskriptiv	
modellering	(Niss,	2013a).	
I	undervisningen	møder	man	begge	typer	modellering	dog	med	hovedvægten	på	den	
deskriptive	modellering.	På	htx	finder	vi	blandt	andet	deskriptiv	modellering	i	projektprøven	
på	B‐niveau.	Men	fx	i	optimeringsopgaver,	hvor	en	bestemt	geometrisk	form	skal	vælges,	så	
man	opnår	størst	muligt	rumfang	med	et	bestem	areal,	så	produktionsomkostningerne	kan	
minimeres,	ser	vi	eksempler	på	præskriptiv	modellering.	
I	hverdagen	står	man	ganske	ofte	i	den	situation,	at	man	ønsker	at	sige	noget	(fornuftigt)	om	
den	omverden,	man	befinder	sig	i,	det	kan	være	en	beskrivelse	af	et	objekt,	en	sammenhæng	
mellem	størrelser	eller	en	prognose	for	en	fremtidig	udvikling.	Vi	vil	her	beskæftige	os	med	de	
situationer,	hvor	matematikken	kan	hjælpe	os	med	dette.		
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Som	de	matematikere	vi	nu	engang	er(!),	vil	et	godt	billede	på	en	matematisk	model	være	en	
tripel	(D,	f,	M)	som	vist	på	figur	21,	bestående	af	et	ekstra‐matematisk	domæne	D,	et	
matematisk	domæne	M	samt	en	afbildning	f	imellem	dem.	
	
	
Figur	21		Matematisk	model	
	
Her	skal	vi	passe	på	med	at	føre	parallellen	til	matematikken	for	langt.	I	en	matematisk	model	
vender	man	tilbage	fra	M	til	D	ved	at	tolke	og	evaluere	konklusionerne	fra	det	matematiske	
domæne	M	på	det	ekstra‐matematiske	domæne.	Men	at	tale	om	anvendelsen	af	den	inverse	
funktion	f	‐1,	fører	for	vidt!	
	
Modellering	er	den	proces	man	gennemløber	for	at	bygge	en	matematisk	model.	På	figur	22	er	
de	forskellige	faser	i	modelleringsprocessen	anskueliggjort	som	en	cyklus.	Til	tider	kan	det	
være	nødvendigt	at	gennemløbe	denne	cyklus	flere	gange	for	at	opnå	en	tilfredsstillende	
matematisk	model,	der	kan	hjælpe	med	at	besvare	det	givne	problem.	
	
	
Figur	22		Modelleringscyklus	(Niss,	2010)	
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Lad	os	kort	gennemgå	modelleringscyklussen:	
Man	starter	med	et	problem	fra	”virkeligheden”,	der	altså	ikke	er	formuleret	med	matematik.	
Problemet	vil	ofte	være	komplekst,	og	for	at	bygge	en	model	er	det	nødvendigt	at	simplificere	
problemet.	Der	må	gøres	nogle	antagelser,	og	der	er	oplysninger	eller	baggrundsviden,	som	
må	udelades.	Denne	identifikationsfase	kaldes	præmatematiseringen	(på	figur	22	kaldet	
indentification	og	specification)	og	er	ofte	vanskelig,	da	den	kræver	en	forforståelse	af	emnet,	
som	kan	give	modelbyggeren	en	idé	om,	hvilken	vej	man	skal	følge,	hvilke	matematiske	
områder,	der	kan	give	svar,	og	hvad	der	er	så	uvæsenligt,	at	man	kan	skære	det	bort.	Den	
forenklede	virkelighed	sammenlignes	herefter	med	det	oprindelige	problem,	for	at	undersøge	
om	forenklingen	giver	mening.	Er	kompleksiteten	enten	for	stor	eller	lille	i	forenklingen,	må	
man	eventuelt	foretage	endnu	nogle	valg,	før	det	nye	og	mere	simple	problem	på	den	ene	side	
er	omfattende	nok	til	at	beskrive	væsentlige	dele	ved	virkeligheden,	og	på	den	anden	side	er	
reduceret	så	meget,	at	man	har	mulighed	for	at	arbejde	med	det.	
	
Det	forenklede	problem	omformuleres	eller	oversættes	til	matematik.	Dette	benævnes	
matematisering.	Her	er	der	ofte	behov	for	at	opstille	ligninger,	funktionsforskrifter	og	andre	
symboludtryk	eller	tegne	grafer	og	figurer	i	en	vekslen	mellem	forskellige	repræsentationer.	I	
disse	aktiviteter	spiller	kontekst	og	motivation	en	stor	rolle,	og	benytter	vi	GTG‐modellen,	der	
blev	benyttet	i	de	tidligere	(se	afsnittet	”Algebraiske	aktiviteter	–	en	model”),	er	der	tale	om	
algebraopgaver	på	det	globale/meta‐niveau,	hvor	algebra	betragtes	som	et	værktøj	til	at	lave	
matematik	med.	Vi	har	igennem	vejlederuddannelsens	tre	dele	anvendt	hele	modellen,	der	
beskriver	progressionen	i	algebra‐læring.		På	de	foregående	niveauer	(generationelle	og	
transformationelle	opgavetyper)	fokuserede	man	på	forståelsen	af	”algebra	som	disciplin”	
gennem	fx	opstilling	og	manipulation	af	symbolske	udtryk	samt	udledning	af	diverse	regler.		
	
Man	befinder	sig	nu	i	det	matematiske	domæne,	og	ved	hjælpe	af	forskellige	redskaber	som	fx	
it‐værktøjer	kan	det	problem,	som	fremkom	gennem	matematiseringen,	løses.		
	
Den	matematiske	løsning	skal	nu	fortolkes	i	forhold	til	det	oprindelige	problem	fra	
virkeligheden.	Dette	sker	igennem	en	validering	af	den	opstillede	model.	Dette	kan	foregå	på	
to	måder:	
	
- Sammenligning	af	modeloutput	med	den	kendte	virkelighed,	herunder	eventuelle	data.	
Man	kan	her	efter	svare	på,	hvor	god	overensstemmelsen	mellem	output	og	data	er,	
samt	om	relevansen	af	de	opnåede	svar	på	de	stillede	spørgsmål	i	den	idealiserede	
situation	er	tilfredsstillende;	
- Diskussion	af	modellens	egenskaber	og	rækkevidde	i	forhold	til	den	oprindelige	
situation/kontekst	(Niss,	2013a).	
	
Hvilken	måde	man	anvender,	afhænger	af	situationen	og	målet	for	modelleringen.	
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Modellering	er	altså	en	proces,	en	række	handlinger,	mens	en	model	er	summen	af	disse	
handlinger	sammen	med	en	beskrivelse	af	den	virkelighed	og	det	matematiske	område,	man	
arbejder	i.	Det	er	meningsløst	kun	at	se	modellen	som	et	produkt	af	modellering	i	form	af	fx	en	
regneforskrift.	En	model	skal	ses	i	den	kontekst,	i	hvilken	den	er	skabt.		
Modeller	og	modellerings	rolle	på	htx	
I	modsætning	til	de	øvrige	gymnasiale	uddannelser,	hvor	arbejdet	med	matematiske	modeller	
først	gennem	de	senere	år	har	vundet	frem,	er	htx‐uddannelsen	så	at	sige	”født	med	
modellering”.		
Allerede	ved	uddannelsens	start	i	1982	var	formålet	med	matematikundervisningen	ifølge	
styredokumenterne,	at	eleverne	skulle	opnå	færdighed	i	at	anvende	fundamentale	matematiske	
begreber,	metoder	og	tankegange	i	forbindelse	med	analyse,	formulering	og	løsning	af	
problemer,	særligt	i	forbindelse	med	de	øvrige	fag	i	HTX‐forsøgsuddannelsen	og	med	henblik	på	
anvendelse	i	ingeniør‐	og	teknikeruddannelserne	(BEK	nr.	200,	1987).	
Ved	bekendtgørelsesændringen	i	1995,	hvor	uddannelsen	blev	gjort	3‐årig	og	sidestillet	med	
de	øvrige	gymnasiale	uddannelser	blev	dette	udfoldet	yderligere,	tydeligst	i	
projektopgaverne,	der	som	mål	havde:	gennem	løsning	af	praktiske	problemstillinger	inden	for	
teknologi,	teknik	og	de	øvrige	naturvidenskabelige	fagområder	at	styrke	evnen	til	at	analysere,	
opstille	løsningsmodeller,	løse	problemer	og	dokumentere	en	løsning	(BEK	nr.	462,	1995).	Man	
bemærker,	at	dette	nærmer	sig	beskrivelsen	af	modelleringskompetencen.	
Med	gymnasiereformen	i	2005	blev	ensretningen	af	de	gymnasiale	uddannelser	langt	mere	
udtalt	end	tidligere.	Htx	er	dog	fortsat	den	uddannelse,	hvor	der	lægges	mest	vægt	på	arbejdet	
med	modellering	i	matematik.	Dette	kommer	til	udtryk	i	beskrivelsen	af	fagets	identitet	hvor:	
Fagets	praktiske	dimension	har	stor	vægt	og	består	i,	at	man	ved	hjælp	af	matematiske	teorier	
og	modeller	beskriver,	analyserer	og	vurderer	tekniske/teknologiske,	naturvidenskabelige	og	
samfundsmæssige	emner	og	relationer	(UVM,	2013a,	læreplan	i	mat	A,	htx).	
Af	fagets	mål	fremgår	det,	at	aktiv	modelbygning	indgår,	idet	eleven	skal	kunne	analysere	
praktiske	problemstillinger	primært	inden	for	teknik,	teknologi	og	naturvidenskab,	opstille	en	
matematisk	model	for	problemet,	løse	problemet	samt	dokumentere	og	tolke	løsningen	praktisk,	
herunder	gøre	rede	for	modellens	eventuelle	begrænsninger	og	dens	validitet	(UVM,	2013a,	
Læreplan	mat	A,	htx).	
Og	dette	afspejles	i	bedømmelseskriterierne,	hvor	modelleringskompetencen	nævnes	
eksplicit	ved	såvel	den	mundtlige	som	den	skriftlige	prøve.	
Modelleringsprocessen	er	imidlertid	både	lang,	vanskelig	og	tidskrævende,	og	det	vil	ikke	
være	realistisk	at	kræve	dette	af	elever	til	en	5‐timers	skriftlig	prøve.	Tidligere	eksamenssæt	
viser	da	også,	at	man	bedømmer,	om	eleverne	kan	opstille	og	behandle	matematiske	modeller	
samt	vurdere	resultater	i	relativ	simple	og	stereotype	sammenhænge	som	fx	at	lave	
regression	på	nogle	givne	data,	eller	foretage	optimering	af	rumlige	eller	plane	figurer	etc.	
At	man	i	undervisningen	tilskyndes	til	at	gennemføre	en	”ægte”	modellering	og	oveni	købet	
kan	lade	det	indgå	som	et	bedømmelseskriterium	skyldes	projektarbejdsformen	på	htx	–	også	
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i	matematik.	Ved	den	mundtlige	prøve	i	faget,	trækker	eleven	et	af	disse	projekter,	som	eleven	
kort	skal	redegøre	for.	Mange	projekter	involverer	modellering,	og	det	vil	derfor	være	yderst	
relevant,	hvis	eleven	i	dette	spørgsmål	redegør	for	modelleringsprocessen	i	den	konkrete	
situation.	En	sådan	redegørelse	kan	være	forberedt	på	forhånd	og	give	eleven	lidt	ro	og	selvtillid	
inden	prøven	(UVM,	2013b,	Vejledningen	Mat	A,	htx).	
På	B‐niveau	har	modellering	en	central	plads	ved	den	afsluttende	projektprøve,	der	altid	
indeholder	en	”fri	opgave”,	hvor	eleven	får	præsenteret	en	problemstilling,	der	skal	beskrives	
matematisk.	Afhængigt	af	elevens	niveau	er	det	muligt	at	foretage	de	fleste	delprocesser	i	
modelleringscyklussen.	
Endelig	har	modeller	så	fremtrædende	en	plads	på	htx,	at	det	er	en	del	af	kernestoffet	i	
Studieområdet	(SO)(UVM	2013e,	Læreplan	for	SO)	hvor	der	er	krav	om,	at	et	tema	om	
modeller	med	samspil	mellem	de	naturvidenskabelige	fag	og	matematik	skal	indgå.	Her	er	det	
en	stor	styrke,	at	alle	elever	har	biologi	og	samfundsfag	på	mindst	C‐niveau	og	fysik,	kemi,	og	
teknologi	på	mindst	B‐niveau	samt	et	teknikfag	på	A‐niveau,	idet	disse	fag	alle	bidrager	med	
gode	og	relevante	eksempler	på	de	”virkelighedssituationer”,	man	kan	modellere	matematisk.	
	
Det	fremgår	i	beskrivelsen	af	begreberne	modeller	og	modellering,	at	modelbygning	består	af	
en	række	delprocesser,	hvoraf	en	af	dem	er	matematisering.	På	htx	har	man	en	lang	tradition	
for	at	kræve	en	forholdsvis	høj	grad	af	matematisering	ved	den	skriftlige	prøve	på	A‐niveau,	
desværre	ikke	med	særlig	godt	resultat.	Derfor	foretog	fagkonsulenten	en	sammenlignende	
analyse	af	de	skriftlige	A‐prøver	i	matematik,	der	viste,	at	graden	af	matematisering	på	htx	var	
langt	højere	end	på	de	øvrige	uddannelser.	Da	erfaringerne	(Evalueringer,	UVM)	viste,	at	det	
netop	var	her,	eleverne	havde	de	største	problemer	ved	prøven,	ændrede	
opgavekommissionen	praksis	fra	prøven	maj	2012.	For	at	ligestille	htx‐eleverne	med	de	
øvrige	A‐elever	blev	en	del	af	opgaverne	ved	prøven	formuleret,	så	kravene	til	matematisering	
blev	mindre.	I	en	del	opgaver	skulle	eleverne	ikke	længere	selv	uddrage	det	matematiske	
indhold,	der	i	stedet	blev	angivet	i	opgaven.	Denne	ændring	førte	til	en	stigning	i	
karaktergennemsnittet	og	en	væsentlig	lavere	dumpeprocent	ved	prøverne	i	2012	og	2013.	
Der	er	naturligvis	en	vis	fare	ved	at	ændre	eksamensopgaverne	i	denne	retning,	idet	eksamen	
i	særlig	høj	grad	er	bestemmende	for,	hvad	der	foregår	i	undervisningen.	Gennem	
nyhedsbreve	og	på	konferencer	har	fagkonsulenten	redegjort	for	grunden	til	denne	ændring	
og	pointeret,	at	det	er	endog	meget	væsentligt	fortsat	at	fokusere	på	matematisering	i	
undervisningen,	ikke	mindst	i	forbindelse	med	de	projekter	eleverne	laver.	
	
Som	det	fremgår	af	ovenstående	er	modellering	er	en	meget	væsentlig	kompetence	på	htx.	
Imidlertid	er	det	begrænset,	hvor	meget	delprocesser	som	præmatematisering	og	
matematisering	forekommer	i	den	skriftlige	prøve	på	A‐niveau,	der	tages	af	ca.	70	%	af	
eleverne.	Derfor	fjernes	fokus	fra	disse	delprocesser	ofte.	Resultatet	af	detektionstest	3	viser,	
at	det	vil	være	relevant,	at	koncentrere	sig	om	netop	disse	delprocesser	i	projektet.	Dette	fører	
til	følgende	problemformulering:		
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Problemformulering	
	
Resultaterne	af	detektionstest	3	giver	anledning	til	udvælgelse	af	såvel	
svage	modellører	 som	 elever,	 der	 er	 dygtige	 til	 at	modellere.	 Er	 det	
muligt,	 at	 overføre	 dygtige	 elevers	 modelleringsstrategier	 til	 elever	
med	læringsvanskeligheder	på	dette	område?	
	
I	hvilken	udstrækning	 forbedrer	brugen	af	klasserumsintervention	de	
identificerede	 elevers	 mulighed	 for	 at	 opnå	 de	 fastsatte	 mål	 for	
modellering?	
	
I	DEL	1	og	DEL	2	har	vi	benyttet	teori	om	begrebslæring,	matematikforestillinger	og	
bevisskemaer	til	at	diagnosticere	elevers	læringsvanskeligheder,	opstille	mål	samt	planlægge	
intervention.	Det	har	fungeret	godt.		Da	modellering	bygger	ovenpå	temaerne	for	de	
foregående	dele	af	projektet,	har	vi	valgt	at	tage	udgangspunkt	i	teori	og	praksis	herfra	i	vores	
undersøgelser	af,	hvorvidt	tidligere	udledte	og	afprøvede	metoder,	kan	benyttes	til	hjælpe	
elever,	som	har	problemer	med	modellering.	
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Modelleringskompetencens	særlige	status	
Modelleringskompetencen	er	en	af	de	8	kernekompetencer,	som	vi	benytter	i	
undervisningsbeskrivelserne	og	styredokumenter	for	matematik	i	Danmark.		
	
Det	billede,	vi	kender	bedst	af	kompetencerne,	er	
den	såkaldte	kompetenceblomst,	der	består	af	8	
symmetriske	blade,	der	overlapper	hinanden.	
Men	er	dette	et	retvisende	billede?	
	
Vender	man	sig	mod	andre	landes	traditioner,		
ser	man,	at	det	ikke	er	alle	steder,	der	optræder		
en	modelleringskompetence.	Man	kan	da	
også	argumentere	for,	at	netop	modellerings‐	
kompetencen	har	en	anden	status	end	de	
øvrige	7	kernekompetencer.	Fx	er	det	den	
eneste	kompetence,	der	kræver,	at	man	går	ud	
over	den	rene	matematik	og	involverer	den	
omkringliggende	verden.	
Set	fra	et	htx‐synspunkt	vil	vi	vove	den	påstand,	
at	modelleringskompetencen	indeholder	alle		
de	øvrige	kompetencer,	idet	de	alle	(kan)	bringes	i	spil	i	modelleringsprocessen:	
	
Tankegang:	at	vide	hvilke	spørgsmål,	der	kan	stilles		
på	vejen	mod	udviklingen	af	en	model,	som	matematikken		
kan	besvare.	Vide	hvilke	forsimplinger	man	er	nødt	til	at	lave.	
Symbol‐	og	formalisme:	gennem	matematiseringen	oversættes	en	sproglig	eller	intuitiv	
beskrivelse	til	en	symbolsk	i	form	af	ligninger,	grafer	etc.	der	kan	behandles	matematisk.	
Ræsonnement:	gennem	matematisk	argumentation	kan	udtryk	opstilles	og	behandles.	
Problembehandling:	opstilling	af	det	matematiske	problem	og	løsningen	af	det.	
Hjælpemiddel:	modeller	er	ofte	så	komplekse,	at	anvendelse	af	hjælpemidler	fx	it	er	
påkrævet.	
Repræsentation:	i	modelleringsprocessen	anvendes	flere	repræsentationer	så	som	figurer,	
billeder,	symboludtryk,	datasæt	etc.	for	at	forstå	problemets	omfang	og	komme	frem	til	en	
løsningsmetode.	Endvidere	benyttes	flere	repræsentationer	i	valideringen	af	modellen	og	
dens	rækkevidde.	
Kommunikation:	gennem	hele	processen	skal	man	kunne	forstå	andres	formuleringer	og	
selv	udtrykke	sig,	så	andre	kan	forstå	modellen,	og	de	resultater	den	giver.	
	
Der	findes	naturligvis	tilfælde	af	aktiv	modelbygning,	som	ikke	indeholder	alle	de	
ovenstående	dele,	men	ofte	vil	det	være	tilfældet.	
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Ser	man	igen	på	kompetenceblomsten,	vil	et	mere	retvisende	billede	måske	være	en	blomst	
med	7	blade,	og	hvor	modelleringskompetencen	er	den	farve	eller	det	omrids,	der	afgrænser	
blomsten.	På	denne	måde	er	modelleringskompetencen	mere	end	summen	af	de	øvrige	
kompetencer,	idet	man	udmærket	kan	besidde	de	øvrige	kompetencer	uden	at	besidde	
modelleringskompetencen.	Det	giver	derfor	rigtig	god	mening,	at	have	en	selvstændig	
modelleringskompetence.	
	
I	diskussionen	af	hvorfor	modellering	er	vigtig	i	undervisningssammenhæng	finder	man	to	
modsatrettet	synspunkter:	
	
- Man	arbejder	med	modellering	for	at	lære	matematik.	Modellering	fungerer	som	et	
værktøj	og	en	motivation	for	at	lære	faget	
- Man	lærer	matematik	for	at	kunne	anvende	det	i	andre	sammenhænge,	i	andre	fag	og	i	
virkelige	situationer,	altså	for	at	kunne	modellere.	
	
I	grundskolen	og	på	erhvervsuddannelserne	er	der	ingen	skarp	adskillelse	mellem	disse	to	
indgangsvinkler.	Men	på	gymnasieniveau	og	på	de	videregående	uddannelser	trækkes	
grænsen	skarpere	op,	og	her	har	førstnævnte	tilgang	været	fremherskende.	Htx	er	dog	en	
undtagelse,	hvor	begge	vinkler	forekommer	ofte.	Følger	man	med	i	udviklingen	i	
matematikundervisningen	ses	det,	at	det	bliver	mere	og	mere	almindeligt	at	se	de	to	tilgange	
som	et	supplement	til	hinanden	fremfor	et	”enten	eller”.		
Her	vender	vi	atter	tilbage	til	vores	tidligere	pointe,	at	modellering	er	mere	end	summen	af	de	
øvrige	kompetencer.	Undersøgelser	(Niss,	Blum	&	Galbraith,	2007)	viser,	at	der	ikke	finder	en	
automatisk	transfer	sted	mellem	at	lære	teoretisk	matematik	og	at	kunne	modellere.	Elever,	
der	har	arbejdet	med	dele	af	modelleringsprocessen	som	fx	validering	af	modeller	eller	har	
benyttet	matematisk	teori	indenfor	andre	fagområder,	opnår	ikke	automatisk	kompetencer	
indenfor	aktiv	modelbygning.	Det	er	altså	nødvendigt,	at	man	systematisk	underviser	
eleverne	i	modellering	ikke	mindst	med	vægt	på	matematiseringsfasen,	og	her	er	det	en	
forudsætning,	at	læreren	selv	kan	arbejde	med	modellering.	Desværre	er	dette	ikke	nogen	
selvfølge.	Med	en	traditionel	akademisk	baggrund	har	man	som	matematiklærer	i	gymnasiet	
nemlig	ikke	nødvendigvis	nogensinde	mødt	ægte	modellering.	
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Bevisførelse	og	modellering	som	begrundelsesformer		
Sædvanligvis	befinder	matematisk	bevisførelse	og	modellering	sig	i	hver	sin	ende	af	det	
spektrum,	der	beskriver	undervisningsfaget	Matematik.	På	figur	23	oplistes	nogle	af	de	
punkter,	der	kendetegner	det,	mange	gymnasielærere	opfatter	som	ren	matematik	kontra	
matematik	i	anvendelse18	
	
	
Figur	23		Ren	matematik	vs.	Matematik	i	anvendelse	
	
Umiddelbart	ser	hvert	punkt	i	den	ene	kasse	ud	til	at	finde	sin	modsætning	i	den	anden	kasse.	
Vi	vil	dog	argumentere	for,	at	der	er	ligheder.	Sidste	punkt	handler	om	underbyggelse	af	
påstande,	og	i	gymnasieundervisningen	opfattes	denne	typisk	som	en	deduktiv	aktivitet,	hvor	
man	ved	bevisførelse	skal	reproducere	andres	argumenter	og	ræsonnementer,	for	at	vise	en	
given	påstand	(sætning).	I	DEL	2	(Ræsonnementer	og	bevisførelse)	udviklede	vi	et	
undervisningsforløb	om	beviset	som	begreb,	og	her	gjorde	vi	brug	af	de	sociomatematiske	
normer,	der	opstod	i	klassen	til	at	forbedre	udbyttet.	Eleverne	så	forskellige	typer	af	
matematiske	ræsonnementer	og	beviser,	og	de	opstillede	og	underbyggede	selv	forskellige	
påstande.	De	fleste	af	disse	lå	indenfor	det	matematiske	domæne.	Der	var	dog	også	eksempler	
på	påstande,	som	lå	udenfor,	men	hvor	metoder	og	argumenter	var	af	tilsvarende	type.	I	
detektionstest	3	så	vi	ligeledes	eksempler	på	opgaver,	hvor	matematiseringsprocessen	var	en	
underbyggelse	af	en	påstande	i	det	ekstra‐matematiske	domæne,	der	var	direkte	
sammenlignelige	med	”et	rigtigt	bevis”.	Et	eksempel	er	opgave	6,	hvor	følgende	er	i	spil	i	
matematiseringen:	Spørgsmålet	om	hvorvidt	Aya	har	ret	kan	(fx)	matematiseres	således:	Lad	
os	kalde	oliereserven	efter	n	år	for	rn	.	”Er	det	så	rigtigt,	at	rn	>	0	for	alle	n,	når	r0	=	100∙106	og	
rn+1	=	rn	–	rn	∙	0.01	uanset	hvad	n	er?”.	Denne	formelle	matematisering	af	Ayas	påstand	må	
antages	at	være	meget	krævende,	og	vil	næppe	blive	opnået	af	nogen	elev.	En	løsere	
																																																								
18	Vi	har	bevidst	valgt	betegnelsen	”matematik	i	anvendelse”	fremfor	”anvendt	matematik”,	idet	vi	opfatter	
matematik	i	anvendelse	som	en	samlet	betegnelse	for	alle	de	måder	man	kan	bringe	matematikken	i	spil	i	
omverdenen,	hvor	i	mod	anvendt	matematik	i	undervisningssammenhæng	ofte	ses	som	den	lidt	kunstige	måde,	
hvorpå	man	står	inde	i	faget	og	kigger	ud	på	omverdenen,	mens	man	leder	efter	(søgte)	måder	at	bruge	faget	på.	
Dette	skal	ikke	forstås	negativt,	og	vi	ser	mange	eksempler	på	gode	og	motiverende	anvendelser	af	
matematikken	ikke	mindst	i	eksamensopgaverne.	I	dette	projekt	er	der	fokus	på	den	modsatte	vej:	man	står	ude	i	
virkeligheden,	og	har	brug	for	matematikken.	
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matematisering	af	den	samme	tankegang,	men	inden	for	rækkevidde	kunne	lyde:	”Er	det	
rigtigt,	at	hvis	r	>	0,	er	også	r	‐	0,01∙r	>	0?”	(Niss,	2013b)	
Vi	mener	derfor,	at	underbyggelsen	af	påstande	i	såvel	det	matematiske	som	det	ekstra‐
matematiske	domæne	har	så	mange	lighedspunkter,	at	det	giver	mening	at	beskrive	elevernes	
evne	til	underbyggelse	på	samme	måde	nemlig	ved	brug	af	bevisskemaer.	Dette	vender	vi	
tilbage	til	i	næste	afsnit.	
Snublesten		
Da	modellering	er	en	kompleks	størrelse,	som	kræver	kompetencer	indenfor	mange	områder,	
er	det	helt	forventeligt,	at	mange	elever	oplever	problemer.	Vi	har	i	denne	del	af	projektet	
valgt	at	fokusere	på	delprocesserne	præmatematisering	og	matematisering,	og	vi	vil	i	dette	
afsnit	benytte	vores	kendskab	til	matematiklæring	til	at	underbygge,	hvorfor	netop	disse	
optræder	som	snublesten	for	elever	med	læringsvanskeligheder.		
Valget	af	matematisk	domæne	og	matematiske	størrelser	forudsætter,	at	eleven	har	en	idé	
om,	hvordan	man	kan	udnytte	den	valgte	matematiske	repræsentation	til	at	få	svar	på	både	de	
ekstra‐matematiske	og	de	oversatte	spørgsmål.	Dette	kan	benævnes	iværksat	foregribelse,	og	
det	er	svært!	Man	skal	vide	hvilken	slags	matematik,	der	kan	løse	et	problem,	som	man	endnu	
ikke	har	formuleret	matematisk	(Niss,	2013a).		
Præmatematisering	er	den	proces,	hvor	man	skal	forstå,	hvad	problemet	går	ud	på,	hvor	
unødvendige	elementer	skrælles	bort,	og	hvor	man	lægger	sig	fast	på,	hvad	der	er	vigtigt	og	
relevant	i	de	spørgsmål,	der	skal	oversættes	til	matematik.	For	at	kunne	gøre	dette	kræves	en	
høj	grad	af	omverdensforståelse,	hvad	der	er	essentielt,	og	hvad	der	er	ligegyldige	detaljer.	
Meget	af	dette	ligger	ikke	blot	uden	for	matematikundervisningen,	men	også	udenfor	
undervisningen	generelt	og	hører	til	i	privatsfæren.	Hvad	diskuterer	man	med	vennerne?	ser	
man	i	TV?	eller	læser	i	avisen?	Hvilke	oplevelser	har	man	haft	med	familien	som	barn?	og	
hvad	er	der	blevet	talt	om	ved	middagsbordet?	Vores	elever	kommer	med	helt	forskellig	
baggrund,	og	det	er	tydeligt,	at	den	har	stor	betydning	for	elevernes	muligheder	for	at	
præmatematisere.	
Også	elevernes	matematikforestillinger	(Se	afsnittet	”Elevers	matematikforestillinger”	og	
”Undersøgelse	af	eleveres	matematikforestillinger”)	influerer	på	præmatematiseringen.	Hvad	
eleverne	opfatter	som	matematik	og	matematikundervisning,	når	de	skal	stille	skarpt	på	de	
elementer,	der	er	relevante	og	mulige	at	matematisere,	påvirker	deres	engagement	i	
præmatematiseringen.	Dette	giver	sig	også	udslag	i	manglende	deltagelse,	hvis	de	slet	ikke	
opfatter	dette	som	en	del	af	faget!	Vi	undersøgte	matematikforestillingerne	hos	4	elever	på	
OTG	vha.	et	spørgeskema	(se	bilag	22).	Skønt	det	faglige	niveau	havde	betydning	for	elevernes	
svar,	var	det	tydeligt,	at	den	undervisning	og	de	sociomatematiske	normer,	de	havde	været	
underlagt	i	hver	deres	klasse	(de	dygtige	i	2.	h	og	de	svage	i	2.c),	slog	endnu	tydeligere	
igennem.	For	eksempel	var	det	kun	eleverne	fra	2.c,	der	erklærede	sig	enige	i,	at	”Jeg	laver	tit	
en	tegning,	når	jeg	arbejder	med	et	matematisk	problem”	og	uenige	i	at	”Matematik	handler	
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mest	om	at	huske”.	I	begge	tilfælde	afspejlede	svarene,	de	holdninger	og	handlinger,	der	har	
været	herskende	i	klassen.			
	
At	matematiseringen	er	en	snublesten	for	elever	med	læringsvanskeligheder	kan	begrundes	
ud	fra	flere	læringsteorier,	som	vi	tidligere	har	beskæftiget	os	med:	
	
- Skemps	(1976)	beskrivelse	af	matematikforståelse	
- Anna	Sfards	(1991)	beskrivelse	af	matematiklæring		
- Tall	&	Vinners	(1981)	forklaring	på	begrebsdannelse	
- Mogens	Niss’	(2013b)	sammenstilling	af	bevisførelse	og	modellering	som	
begrundelsesformer.		
	
For	at	kunne	udføre	iværksat	foregribelse,	er	det	ikke	tilstrækkeligt	at	have	en	instrumentel	
forståelse,	(at	vide	hvordan	men	ikke	hvorfor).	Man	skal	besidde	en	relationel	forståelse,	(at	
vide	hvornår	og	hvorfor)	(Skemp,	1976).	Sammenstiller	vi	matematisering	med	den	
underbyggelse	af	påstande	(justification),	følger	det,	at	eleven	skal	besidde	logisk	forståelse	
(at	det,	der	fremføres,	følger	af	logiske	slutninger)	(Skemp,	1979).	
I	Anna	Sfards	(1991)	beskrivelse	af	udviklingen	af	matematikforståelse,	starter	man	på	et	
operationelt	niveau,	hvor	matematikken	opfattes	som	processer,	fx	kan	man	udføre	
forskellige	algoritmer,	når	man	bliver	sat	til	det.	Herfra	kan	man	udvikle	en	strukturel	
forståelse,	hvor	matematikken	opfattes	som	objekter,	man	kan	gøre	noget	ved.	Først	på	dette	
niveau	kan	der	foregå	iværksat	foregribelse,	idet	man	først	her	opfatter	matematikken	som	
bestående	af	forskellige	begreber,	der	kan	løse	forskellige	problemer,	og	ikke	blot	metoder,	
der	kan	udføres.		
Tall	&	Vinner	(1981)	benytter	begrebsdefinitioner	og	dannelsen	af	begrebsbilleder	til	at	
forklare	hvorfor	nogle	elever	har	læringsvanskeligheder.	En	manglende	overensstemmelse	
mellem	de	to	giver	anledning	til	forskellige	problemer,	der	også	har	betydning	for	elevernes	
mulighed	for	at	matematisere.	Hvis	eleverne	har	svage	begrebsbilleder	vil	de	
undergeneralisere,	og	have	vanskeligheder	ved	at	bruge	matematikken	i	ukendte	situationer.	I	
matematiseringen	og	ved	iværksat	foregribelse	ligger	det	implicit,	at	man	befinder	sig	i	en	
ukendt	situation,	og	en	elev	med	manglende	eller	svage	begrebsbilleder	vil	opleve	
vanskeligheder.	På	de	områder,	hvor	begrebsdefinitionerne	er	svage,	kan	eleverne	
overgeneralisere	ved	fx	at	lave	deres	egne	algebraiske	regler.	Netop	algebra	er	et	område,	som	
anvendes	meget	ved	matematisering,	når	der	skal	opstilles	ligninger,	funktionsforskrifter	og	
andre	symboludtryk,	eller	når	der	skal	tegnes	grafer	og	figurer	og	veksles	mellem	forskellige	
repræsentationer.	En	mangelfuld	symbol‐	og	formalismekompetence	er	en	hindring	for	en	
vellykket	matematisering	på	gymnasialt	niveau.	
	
I	DEL	2	”Matematiske	ræsonnementer	og	bevisførelse”	introducerede	vi	de	såkaldte	
bevisskemaer.	Vi	benyttede	en	taksonomi,	se	bilag	8	(Harel	&	Sowder,	2007a),	der	beskrev,	
hvordan	personer	opfatter	og	kan	udføre	matematiske	ræsonnementer.	Det	laveste	niveau	
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kaldes	ydre	overbevisning,	og	det	er	kendetegnet	ved,	at	personen	er	afhængig	af,	hvad	bogen	
eller	læreren	fortæller,	at	bestemte	rammer	skal	være	tilstede,	fx	at	et	bevis	skal	opskrives	på	
en	bestemt	måde,	før	det	accepteres	som	gældende,	og	at	personen	ofte	vil	lave	egne	
algebraiske	regler.	
Opfattes	(dele	af)	matematiseringen	som	en	underbyggelse	af	påstande	i	et	ekstra‐
matematiske	domæne	(D)	se	figur	22,	giver	det	god	mening	at	anvende	bevisskemaer	i	
diagnosticeringen	af	elevers	vanskeligheder	med	modellering.	
	
Vi	vil	slutte	dette	afsnit	med	vende	tilbage	til	diagnosticeringen	af	Elev	A,	som	blev	foretaget	i	
DEL	1	og	DEL	2	og	sammenligne	den	med	de	betragtninger	om	
matematiseringsvanskeligheder,	vi	netop	har	beskrevet.	
I	den	første	rapport	blev	Elev	A	diagnosticeret	til	at	havde	problemer	med	begrebsforståelse:		
”A	har	ingen	anelse	om,	hvad	grafen	kan	bruges	til.	Der	er	ingen	begrebsbilleder,	der	kan	
hjælpe	hende	til	at	se,	at	graf	og	forskrift	er	to	sider	af	sammen	sag.”	
I	den	anden	rapport	kom	vi	frem	til	at	
"A	fortsat	har	vanskeligheder	ved	grundlæggende	algebra.	Derudover	er	der	problemer	med	
forståelsen	af	begrebet	udsagn	og	ækvivalens	mellem	udsagn.	Der	er	ingen	kendskab	til	
forskellige	typer	ræsonnementer,	som	fx	når	man	vender	en	implikation	ved	at	negere	eller	
viser	noget	ved	modstrid.	En	del	af	dette	kan	skyldes,	at	A	ikke	har	mødt	denne	type	
ræsonnementer	før,	at	de	store	problemer	med	algebra	overskygger	logikken	i	
opgaveformulering	og	ræsonnement,	samt	at	A	slet	ikke	tror	på	sig	selv.	I	nogle	tilfælde	viser	
samtalen,	at	der	kun	skal	lidt	hjælp	til,	før	A	kan	sige	noget	fornuftigt.	
Bevisskemaerne	er	overvejende	af	typen	ydre	overbevisning.	
	
Der	er	altså	fin	overensstemmelse	mellem	de	punkter	vi	har	stillet	op	som	snublesten	i	
forbindelse	med	matematisering,	og	de	observationer	vi	tidligere	har	foretaget	os	i	
forbindelse	med	diagnosticeringen	af	Elev	A.	Vi	må	derfor	formode,	at	en	diagnosticering	af	
Elev	A	ud	fra	Detektionstest	3	vil	vise,	at	hun	også	har	problemer	med	modellering.	At	denne	
formodning	er	korrekt	vender	vi	tilbage	til	i	empiriafsnittet.	
Vejledningens	tre	faser	
1.	fase:	Identifikation	
For	at	kunne	identificere	elever	med	mangelfuld	modelleringskompetence	anvendte	vi	den	
udleverede	detektionstest	3,	der	blev	udvidet	med	et	ekstra	spørgsmål	14,	hvor	fokus	var	på	
validering	og	rækkevidde	af	en	given	model.	Vores	kendskab	til	eleverne	var	denne	gang	langt	
større	end	tidligere	bl.a.	på	grund	af	resultaterne	fra	de	to	foregående	detektionstests,	men	
også	fordi	vi	har	undervist	dem	i	længere	tid.	På	baggrund	af	resultatet	fra	detektionstest	3	og	
dette	større	kendskab	til	eleverne,	kunne	vi	identificere,	de	elever,	der	havde	særlige	
læringsvanskeligheder	indenfor	modellering.		
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2.	fase:	Diagnosticering	
For	at	diagnosticere	de	identificerede	elevers	problemer,	udvalgte	vi	7	af	testens	opgaver	som	
udgangspunkt	for	en	nærmere	undersøgelse.	Det	var	opgaver,	som	eleverne	havde	klaret	
dårligt.	
Inden	samtalerne	med	de	svage	elever	interviewede	vi	de	fire	dygtige	elever	med	henblik	på	
at	undersøge,	hvad	det	var,	de	var	dygtige	til,	og	om	de	i	deres	tilgang	til	modellering	
betnyttede	nogle	særlige	strategrier.	Disse	strategier	blev	præsenteret	for	de	svage	elever	i	
det	diagnosticerende	interview.	Vi	filmede	alle	samtalerne	og	transskriberede	dele	af	dem	(se	
bilag	17	og	bilag	18).		
3.	fase:	Intervention	
Den	ene	del	af	interventionen	bestod	af	samtaler	med	de	svage	elever.	Udover	det	første	
interview	om	testresultaterne	havde	vi	planlagt	en	vejledningssamtale	om	særlig	vanskelige	
problemstillinger,	som	diagnosticeringen	havde	afdækket.	Desværre	nåede	vi	kun	at	afholde	
denne	samtale	på	OTG.	Til	sidst	deltog	alle	fire	elever	i	en	samtale	om	de	afsluttende	opgaver	i	
bilag	21.	Disse	opgaver	havde	de	lavet	derhjemme	på	forhånd.	Eleverne	var	blevet	bedt	om	at	
bruge	en	time	på	opgaverne,	og	at	lave	dem	alene	uden	hjælp	fra	andre.	Ved	samtalen	
drøftede	vi	deres	resultater	og	metoder.		
I	DEL	2	benyttede	vi	endvidere	et	klassebaseret	undervisningsforløb	til	at	understøtte	
arbejdet.	Undersøgelsen	af	elevernes	matematikforestillinger	på	OTG	havde	vist,	at	
gruppearbejde	ville	fungere	godt,	og	de	positive	erfaringer	fra	sidst	gentog	sig.	Den	
almindelige	undervisning	i	differentialregning	blev	udvidet	med	et	”matematiseringsforløb”,	
der	uddybes	i	afsnittet	Undervisningsforløbet	på	OTG.	Interventionssamtalen	på	OTG,	der	
nævnes	ovenfor,	foregik	undervejs	i	matematiseringsforløbet	og	omhandlede	opgaverne	fra	
dette.	
På	grund	af	andre	projekter	og	deraf	manglende	tid,	blev	der	ikke	lavet	et	tilsvarende	forløb	i	
klassen	på	CPH	West.	Dette	giver	os	imidlertid	mulighed	for	at	vurdere	betydningen	af	den	
manglende	klassebaseret	intervention.	
Succeskriterier	
Ved	projektets	start	opstillede	vi	nogle	mål	for,	hvad	der	skulle	til	for	at	man	kunne	opfatte	
interventionen	som	succesfuld.	I	modsætning	til	tidligere,	hvor	der	blev	sluttet	af	med	en	test,	
besluttede	vi,	at	vi	denne	gang	alene	ville	benytte	interviews	med	de	identificerede	elever	som	
afslutning.	Under	dette	interview	skulle	eleverne	beskrive,	hvordan	de	ville	matematisere	
nogle	givne	problemstillinger,	der	lå	tæt	op	af	de	opgaver,	som	vi	havde	valgt	ud	fra	
Detektionstest	3,	og	de	skulle	gøre	rede	for	deres	opfattelse	af	forløbet.	Hvis	vi	kunne	se,	at	
eleverne	klarede	opgaverne	bedre	end	den	indledende	test,	og	eleverne	samtidig	udtrykte,	at	
forløbet	havde	givet	dem	nogle	strategier	til	at	angribe	forskellige	problemstillinger	i	
matematiseringsprocessen,	ville	vi	kunne	konkludere,	at	forløbet	havde	virket	efter	hensigten.	
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Empiri	
Detektionstest	3	
Testen,	der	skulle	anvendes	i	denne	del	af	projektet	var	udformet	af	M.	Niss	og	U.	Jankvist.	
Opgaverne	havde	fokus	på	forskellige	delprocesser	i	modelleringscyklussen	og	en	del	af	dem	
var	PISA	opgaver.	Vi	tilføjede	en	ekstra	opgave,	der	omhandlede	validering	af	en	model,	da	
disse	delprocesser	ikke	var	repræsenteret	i	testen.	Bilag	15	viser	testen	i	sit	fulde	omfang.		
Metode	ved	brug	af	detektionstest	3	
For	at	få	et	større	talmateriale	at	arbejde	med	valgte	vi	at	teste	3	klasser	på	hver	skole.	I	
Odense	var	det	de	samme	3	klasser,	der	var	blevet	testet	i	forbindelse	med	DEL	1.	To	af	dem	
havde	matematik	A	i	studieretningen	(2.a	og	2.c),	en	havde	matematik	B	(2.h),	og	alle	tre	var	
på	2.	år.	På	CPH	West	testede	vi	to	2.	års	klasser,	en	med	matematik	B	(2.	tip)	og	en	med	
matematik	A	(2.	mf),	derudover	blev	et	3.	års	hold	med	matematik	A	som	valgfag	testet.	Vi	
håbede	på	denne	måde	at	kunne	få	informationer	om	forskelle	på	årgange	og	niveauer.	
Resultater	og	analyse	af	detektionstest	3	
Vi	gennemførte	testen	i	september	2013.	I	nedenstående	tabeller	kan	man	se	en	opsummering	
af	resultaterne	for	alle	klasserne.	I	bilag	16	ses	samtlige	resultater.	
	
	 2.a	 2.c	 2.h	 2.mf	 2.tip	 3.vmat	
Antal	elever	 26	 27	 26	 28	 18	 16	
Gennemsnit	rigtige	 11,2	 9,1	 9,0	 7,1	 7,4	 7,5	
Tabel	8		Inddeling	efter	klasse	
	
Tabel	8	viser,	at	der	er	stor	forskel	på	2.a	og	de	to	øvrige	klasser	fra	OTG,	ligesom	der	
yderligere	er	stor	forskel	på	klasserne	fra	OTG	og	klasserne	fra	CPH	West.	Der	er	ingen	stor	
forskel	på	de	tre	klasser	fra	CPH	West,	selvom	der	i	2.	tip	ikke	er	matematik	i	studieretningen	
og	3.vmat	er	et	hold	med	matematik	A	som	valgfag	på	tredje	år.	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
Tabel	9		Inddeling	efter	skole,	køn	og	etnicitet	
	
CPH	
West	 OTG	 Drenge Piger	
Etnisk	
dansk	
Anden	
etnisk	
baggrund	
Antal	elever	 62	 79	 118	 23	 119	 22	
Gennemsnit	rigtige	 7,3	 9,7	 8,9	 7,3	 9,3	 5,2	
Bedste/dårligste	 13/1	 14/3,75 14/1	 11/2,5	 14/3,75	 11,75/1	
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Tabel	9	viser	sammentælling	af	point,	når	vi	har	fordelt	efter	skole,	køn	og	etnisk	oprindelse.	
Det	ses	umiddelbart	ligesom	i	tabel	1	at	eleverne	fra	OTG	klarer	sig	bedre	en	eleverne	fra	CPH	
West.	Det	er	den	samme	tendens,	som	vi	så	i	DEL	1	(se	afsnit	Resultater	og	analyse	af	
detektionstest	1).	Vi	kan	også	her	konstatere,	at	drengene	scorer	højere	end	pigerne,	det	
gjorde	de	også	i	DEL	1.	Vi	har	denne	gang	også	set	på	elevernes	etniske	oprindelse	og	kan	
konstatere,	at	de	danske	elever	klarer	sig	markant	bedre	end	elever	med	anden	etnisk	
baggrund.	
Identifikation	af	svage	og	stærke	elever	
Ud	fra	testresultaterne	valgte	vi	fire	elever,	der	havde	klaret	testen	virkelig	godt.	På	OTG	var	
det	to	elever	fra	den	klasse,	der	har	matematik	B.	Elevernes	lærer	mente,	at	de	to	drenge	(Elev	
Da	og	Elev	Ma)	var	et	godt	valg,	da	de	begge	er	meget	bevidste	om,	hvordan	de	lærer	
matematik.	På	CPH	West	blev	der	ligeledes	fundet	to	dygtige	elever	(M1	og	M2).	Den	ene	har	
været	dygtig	til	matematik	i	hele	sit	htx‐liv	og	den	anden	er	pludselig	her	på	andet	år	blevet	
meget	ihærdig	og	vældig	dygtig.	De	er	begge	to	ikke	de	stærkeste	til	at	beskrive	matematiske	
begreber	mundtligt,	men	gode	til	at	bruge	matematikken.	
Blandt	de	elever,	der	havde	klaret	sig	dårligst	i	testen	var	der	to,	en	fra	hver	skole,	som	
tidligere	har	været	identificeret	med	læringsvanskeligheder.	Disse	to	elever	blev	valgt	ud	igen.	
Det	drejede	sig	om	A	fra	OTG,	som	en	interesseret	pige,	der	synes	at	matematik	er	svært.	Hun	
har	flyttet	sig	meget	fagligt	siden	hun	blev	udvalgt	første	gang,	og	hun	er	meget	glad	for	at	
deltage.	Den	anden	var	en	dreng	C	fra	CPH	West,	som	er	meget	svag	i	matematik,	men	meget	
ihærdig	og	interesseret.	Ud	fra	vort	kendskab	til	elever	med	læringsvanskeligheder	og	
elevernes	besvarelse	af	testen	udvalgte	vi	endnu	to	elever	til	nærmere	undersøgelse.	Fra	OTG	
blev	det	M,	der	er	en	sød,	men	meget	svag	elev.	Til	gengæld	er	han	noget	af	det	mest	ihærdige,	
man	kan	tænke	sig,	og	det	gælder	for	alle	fag.	Det	var	interessant,	at	elev	I	på	OTG	fra	projekt	1	
og	2	denne	gang	klarede	sig	forholdsvis	godt,	og	derfor	ikke	blev	identificeret	til	at	have	
særlige	vanskeligheder	med	modellering.	På	CPH	West	blev	S	valgt.	Hun	er	en	stille	pige,	som	i	
den	almindelige	undervisning	klare	sig	godt,	men	som	klarede	testen	dårligt.	
	
For	at	afgøre	hvilke	opgaver,	der	skulle	benyttes	i	det	videre	arbejde	med	at	diagnosticere	de	
udvalgte	svage	elever,	foretog	vi	en	analyse	af	opgaverne	i	Detektionstest	3	på	baggrund	af	de	
kommentarer	M.	Niss	havde	fremsendt	(se	Bilag	26).	Dette	anskueliggjorde,	hvad	der	i	særlig	
grad	var	på	spil	i	de	enkelte	opgaver.	En	opdeling	af	opgaverne	på	de	enkelte	delprocesser	i	
modelleringscyklus	ses	i	tabel	10.	
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	 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	 11	 12	 13 14
Præmatematisering	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
Matematisering	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
Matematisk	probl.	løsn.	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
Afmatematisering	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
Validering	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
Rækkevidde	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
Tabel	10		Opgaverne	i	Detektionstest	3	fordelt	på	modelleringscyklussens	delprocesser	
	
Tabel	11	viser	resultaterne	af	de	fire	udvalgte	elever.	
		
  1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10 11 12 13	 14	 total
A	 1	 0,5	 0	 0,25	 0,25	 0,25 0,25 0	 1	 1	 0	 1	 5,5	
M	 0	 1	 0	 1	 0	 0,5	 0	 0,5 1	 1	 0	 1	 0	 6	
C	 1	 0,5	 0	 1	 1	 0	 0	 0	 0	 1	 1	 0	 1	 0	 6,5	
S	 0	 1	 1	 1	 0	 0	 1	 1	 0	 0,5	 0	 5,5	
Tabel	11		Resultater	for	vores	udvalgte	elever	
	
Ved	at	sammenligne	tabel	10	og	11,	valgte	vi	at	lægge	fokus	på	præmatematisering	og	
matematisering	og	benytte	opgaverne	2,	5,	6,	7,	8,	11	og	12.		
	
I	tabel	12	er	angivet	hvor	mange	procent	rigtige	besvarelser,	der	er	for	hver	opgave.	Vi	har	
delt	eleverne	op	i	fire	grupper,	hvor	
- gruppe	I	er	de	10	%	bedste	=	særligt	dygtige	elever	
- gruppe	II	er	de	25	%	bedste	=	dygtige	elever	
- gruppe	III	er	de	25	%	svageste	elever	og	
- gruppe	IV	er	de	10	%	særligt	svage	elever.	
	
Derudover	er	det	samlede	resultat	angivet		
Opgave	 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10 11 12	 13	 14	
Alle	 78	 93	 55	 72	 71	 55	 27	 52	 67	 86	 54	 46	 80	 31	
I	 93	 100	 100	 100	 95	 71	 79	 95	 100 100 100 86	 96	 66	
II	 94	 97	 87	 89	 91	 81	 64	 91	 91	 100 94	 81	 96	 57	
III	 42	 86	 17	 49	 46	 14	 1	 8	 39	 57	 16	 7	 69	 11	
IV	 29	 68	 7	 45	 32	 2	 0	 4	 39	 48	 0	 4	 46	 14	
Tabel	12		Angiver	hvor	mange	procent	rigtige	de	4	elevgrupper	har.	
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De	opgaver,	der	er	markeret	med	gult,	er	de	opgaver	vi	har	valgt	at	interviewe	eleverne	om.	
Der	er	nogle	opgaver,	som	de	svage	elever	klarer	meget	dårligt.	Det	drejer	sig	om	opgaverne	3,	
6,	7,	8,	11,	12	og	14.	Desuden	kan	man	se	i	tabel	12	at	opgave	2,	3,	5,	6,	11	og	13	giver	de	
særligt	svage	elever	større	problemer	end	de	svage	elever.	
Vi	valgte	at	se	bort	fra	opgave	3,	da	resultaterne	ved	de	to	typer	rentetilskrivninger,	var	så	
ens,	at	eleverne	ikke	mente,	at	man	kunne	se	forskel.	Opgave	5	blev	taget	med	da,	det	var	en	
type	opgave,	der	var	anderledes	end	de	øvrige,	da	den	udelukkende	indeholdt	et	billede	og	et	
spørgsmål.		Opgave	13	blev	ikke	taget	med	da	vores	udvalgte	elever	havde	klaret	opgaven	i	
modsætning	til	de	fleste	elever	i	gruppen	af	særligt	svage	elever.	Opgave	14	blev	heller	ikke	
taget	med,	da	det	var	den	opgave	alle	klarede	dårligst.	Dette	skyldes	muligvis,	at	eleverne	ikke	
helt	var	klar	over,	hvad	det	vil	sige,	at	en	model	af	den	type	skal	tolkes.	Denne	opgave	
udmærkede	sig	i	øvrigt	ved	at	være	den	eneste	opgave	særligt	svage	elever	klarede	bedre	end	
de	svage	elever.	Årsagen	til	dette	kan	vi	ikke	identificere.	
Sammenligning	med	tidligere	testresultater		
Efter	at	have	testet	de	samme	klasser	(2.	c	og	2.	mf)	tre	gange	med	forskelligt	fokus	har	vi	
fundet	det	være	interessant	at	se,	om	der	tegner	sig	et	mønster	for,	hvordan	eleverne	klarer	
sig.	Vi	har	derfor	samlet	alle	testresultater	i	en	samlet	oversigt,	som	ses	i	bilag	19.	
	
Der	er	46	elever,	som	har	deltaget	i	alle	3	detektionstests.	Der	er	ikke	umiddelbart	noget	
mønster	i,	at	den	ene	test	frem	for	de	to	andre	siger	noget	entydigt	om	eleverne.	Det	eneste	vi	
kan	se	er,	at	klarer	man	sig	godt	i	den	ene	test,	så	klarer	man	sig	oftest	også	godt	i	de	øvrige,	
og	tilsvarende	klarer	man	sig	dårligt	i	den	ene,	så	vil	man	sandsynligvis	også	klare	de	øvrige	
dårligt.	
Den	generelle	tendens	er	altså,	at	resultaterne	af	de	tre	tests	følges	ad.	Dette	kan	virke	
overraskende,	for	de	kompetencer,	der	skal	til	for	at	klare	detektionstest	1	og	2	er	meget	
forskellige.	Derimod	er	det	helt	forudsigeligt,	at	resultatet	af	detektionstest	3	er	stærkt	
korreleret	med	resultaterne	af	test	1	og	2,	jf	vores	argumentation	i	afsnittet	Snublesten.	
Det	bør	dog	bemærkes,	at	empirigrundlaget	ikke	er	stort	nok	til	at	kunne	udtale	sig	om	
generelle	tendenser.	
Lærerens	forventninger	versus	elevernes	besvarelse	
Inden	detektionstest	3	blev	uddelt	til	eleverne,	havde	vi	besvaret	spørgsmålene,	som	vi	
forventede,	at	en	gennemsnitselev	ville	svare.	
Vi	vil	kort	gennemgå	nogle	eksempler	på	afvigelser	mellem	vores	svar	og	elevernes	bevarelse.	
	
Spørgsmål	9:	Vores	forventning	var,	at	eleverne	ville	have	svært	ved	at	afkode	teksten	i	
denne	opgave	og	derfor	valgte	en	tilfældig	graf.	Men	de	fleste	havde	forstået	opgaven	og	
vidste,	at	kun	den	ene	graf	skulle	knække.	
	
Spørgsmål	12:	Denne	opgaver	var	en	af	dem	eleverne	klarede	dårligst.	Vores	forventning	var,	
at	eleverne	ville	tegne	graferne	og	aflæse	den	efterspurgte	alder.	Det	var	der	meget	få,	der	
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gjorde.	Langt	de	fleste	af	de	elever,	der	svarede	korrekt,	havde	prøvet	sig	frem,	og	her	var	det	
heldigt,	at	svaret	var	et	helt	tal.	Ikke	mange	havde	set,	at	man	kunne	sætte	ligningerne	lig	
hinanden.	Mange	havde	opgivet,	sandsynligvis	fordi	de	ikke	forstod	teksten	og	dermed	ikke	
vidste,	hvad	det	var	de	skulle	finde	ud	af.	
	
I	modsætning	til	de	tidligere	detektionstests	var	vores	forudsigelser	af	elevernes	svar	meget	
præcise	denne	gang.	Man	skal	dog	tilføje,	at	vi	er	ganske	chokerede	over,	hvor	dårligt	nogle	af	
eleverne	klarede	sig.	
Analyse	af	dygtige	og	svage	elevers	besvarelse	af	detektionstest	3	
I	dette	afsnit	vil	vi	først	forsøge	at	indkredse,	hvad	der	kendetegner	de	dygtige	elevers	
besvarelse	af	opgaverne.	Dernæst	vil	vi	se	på,	hvad	det	er,	de	svage	elever	har	specielt	svært	
ved	i	testen.		
Hvad	kan	man	lære	af	de	dygtige	elever?	
Vores	idé	med	at	undersøge,	hvad	de	dygtige	elever	kan,	udsprang	af,	at	vi	flere	gange	har	
forsøgt	at	forudse,	hvad	eleverne	vil	svare	på	en	given	test.	Sommetider	rammer	vi	rigtig,	men	
andre	gange	går	det	galt.	Det	kan	være	vanskeligt	på	forhånd	at	udpege,	hvad	elever	kan,	og	
hvad	de	ikke	kan.	Vi	valgte	derfor	at	interviewe	nogle	elever,	der	havde	klaret	sig	rigtig	godt	i	
testen,	for	at	se,	om	der	var	noget	specielt,	der	kendetegnede	disse	elever,	og	som	vi	kunne	se,	
ikke	var	til	stede	hos	de	svage	elever.	
	
I	bilag	17	er	samtalen	med	de	fire	elever	Da,	Ma,	M1	og	M2,	der	klarede	sig	rigtig	godt	i	testen	
gengivet.	Her	skal	kun	nævnes	tre	typisk	eksempel,	nemlig	opgave	6,	7	og	8.	
	
Opgave	6	
Lærer:	”Hvad	bider	I	mærke	i,	når	I	læser	teksten?	”	
Da:	”Jeg	bider	mærke	i	at	den	ene	er	relativ	og	den	anden	er	fast	tal,	og	så	ved	jeg	–	hvis	jeg	nu	
visualiserer	den	inde	i	hovedet	–	den	ene	bliver	en	eller	anden	kurve,	der	bliver	mindre	og	
mindre,	hvor	i	mod	den	anden	er	en	ret	linje,	og	så	sammenligner	jeg	de	to.	
Lærer:	”Så	du	ser	faktisk	nogle	grafer	for	dig.	Du	prøver	at	lave	den	på	den	måde.”	
Da:	”Ja.”	
Lærer:	”Hvad	med	dig,	Ma?”	
Ma:	”Det	gør	jeg	ikke	rigtigt.	Jeg	ser	ligesom	en	kage	for	mig,	hvor	man	hele	tiden	fjerner	
noget,	sådan	1%	af	det	man	har.	Og	så	kan	man	se,	at	der	bliver	ved	med	at	være	noget.	Det	er	
ligesom	det	der	paradoks	(Zenon	og	skildpadden).	
Samtalen	viser,	at	begge	elever	skaber	gode	billeder,	som	de	også	tegner	i	deres	besvarelser,	
og	som	sætter	dem	i	gang	med	at	argumentere	korrekt	for	løsningen.		
	
Opgave	7	
Lærer:	”Det	var	en	meget	upopulær	opgave.	Rigtig	mange	elever	tog	gennemsnittet	af	de	to	
hastigheder”	
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Ma:	”Det	første	jeg	gjorde	var	også	bare	at	tage	gennemsnittet,	og	så	tænkte	jeg	neeej.”	
Da:	”Ved	mig	var	det	faktisk	enhederne	der	ikke	passede.	(…)	Derfor	blev	jeg	ved	med	at	lave	
om	på	brøkerne,	og	jeg	blev	ved	med	at	skrive	dem	op	anderledes.”	
Lærer:	”Hvad	var	det,	der	gjorde,	at	I	havde	en	fornemmelse	af,	at	det	var	forkert,	(bare	at	
lægge	tallene	sammen	og	dele	med	to)?	Resultaterne	af	de	to	metoder	jo	ikke	helt	forskellige,	
så	man	straks	kan	se,	at	noget	er	forkert.”	
Ma:	”Jeg	var	sådan	lidt	usikker	på	det	første	og	så	tænkte	jeg	at	jeg	var	helt	sikker	på,	at	det	
var	rigtig	hvis	man	regner	det	på	den	måde,	jeg	så	har	gjort.	Så	må	man	nok	hellere	bruge	lidt	
mere	tid	på	det,	og	så	være	sikker.”	
PAUSE	
Ma:	”Det	kom	sådan	lidt	hen	ad	vejen	–	det	er	nok	sådan	her	det	skal	regnes,	men	jeg	havde	
ikke	nogen	fast	idé	om	hvordan	på	forhånd.	
Da:	”Det	samme	her.	Det	var	først	i	2.	eller	3.	forsøg	at	det	sådan	rigtig	gik	op	for	mig,	hvordan	
det	skulle	hænge	sammen.”	
Ma:	”Så	var	det	til	gengæld	rimelig	tydeligt	at	det	var	den	rigtige	måde	at	gøre	det	på.”	
Eleverne	viser	at	der	er	overensstemmelse	mellem	deres	formelle	begrebsdefinitioner	og	
begrebsbilleder,	så	de	ikke	overgeneraliserer,	men	i	hvert	trin	er	bevidste	om	de	
ræsonnementer,	der	fører	til	det	rigtige	svar.	
	
Opgave	8	
M2:”	Ja,	jeg	er	startet	med	at	regne	arealet	ud	for	de	to	forskellige	pizzaer.”	
Lærer:	”Hvorfor	er	du	begyndt	at	regne	arealet	ud?”	
M2:”	Det	er	jo	så	meget	pizza	der	er	og	så	har	jeg	divideret	med	prisen.	Arealet	med	prisen	og	
så	finder	man	ud	af	hvor	meget	man	egentlig	får	pr.	krone.	Så	kan	man	se	hvad	for	en	der	er	
billigst	”	
Lærer:”	Mmm.	Hvad	har	du	gjort	M1?”	
M1:”	Jeg	valgte	at	se	hvilke	tal	gik	begge	priser	op	i	og	det	er	så	120,	og	så	har	jeg	regnet	ud	
hvor	stor	en	pizza	og	så	selvfølgelig	ganget	med	3	eller	4	alt	efter	hvilken	pizza	man	har.	Og	så	
kan	man	finde	ud	af	hvilken	en	der	har	det	største	areal	til	sidst	og	det	er	så	den	til	40	kr.”	
Her	viser	eleverne,	at	de	hurtigt	er	med	på,	at	det	har	noget	med	at	forholdet	mellem	areal	og	
pris	at	gøre.	De	skaber	nogle	billeder	i	hovedet,	som	de	ikke	behøver	at	tegne,	men	kan	regne	
med	alligevel.	
	
Det	fremgår	meget	tydeligt	af	samtalerne,	at	det	er	vigtigt,	at	have	en	bred	
omverdensforståelse.	Kendskabet	til	den	verden	vi	lever	i,	har	betydning	har	betydning	for	
flere	delprocesser	i	modelleringscyklussen.	Man	skal	vide,	hvor	høj	en	gennemsnitsperson	er,	
man	skal	vide,	at	når	man	ser	ting,	der	er	langt	væk,	bliver	billedet	forvrænget	af	perspektivet,	
man	skal	være	bevidst	om,	at	fart	er	strækning	pr.	tid	etc.	Desværre	er	en	sådan	bevidsthed,	
ikke	noget	vi	kan	arbejde	intensivt	med	i	matematikundervisningen,	men	vi	kan	støtte	og	
hjælpe	eleverne	ved	at	vælge	ord	og	begreber,	de	kender.	
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En	anden	ting,	der	går	igen,	er	de	dygtige	elevernes	brug	af	billeder.	De	har	en	omfattende	
palette	af	begrebsbilleder,	som	gør,	at	de	helt	ubevist	”ser”	problemet	og	dernæst	dets	løsning	
som	et	billede	enten	i	form	af	en	figur,	en	graf	eller	tilsvarende.	Som	vi	skal	se	senere,	havde	
de	svage	elever	et	langt	svagere	begrebsbilledeapparat,	men	der	hvor	de	kunne	skabe	et	
”fysisk”	billede	af	situationen	gik	det	langt	bedre	end	ellers.	Endvidere	var	der	stor	
overensstemmelse	mellem	de	dygtige	elevers	begrebsbilleder	og	de	formelle	
begrebsdefinitioner,	hvilket	gjorde	at	de	hverken	over‐	eller	undergeneraliserede.	Dette	kom	
fx	til	udtryk	i	opgaven	om	gennemsnitsfart,	hvor	disse	elever	ikke	blot	greb	fat	i	ordet	
”gennemsnit”	og	lavede	en	ny	regel	om,	at	”man	finder	gennemsnitsfarten	ved	at	lægge	farten	
op	og	ned	af	bakken	sammen	og	dividere	med	to”.	Det	vil	være	muligt	at	intervenere	overfor	
de	svage	elever,	ved	at	opfordre	dem	til	at	lave	og	bruge	billeder	af	forskellig	slags.	
Endelig	kan	man	af	interviewet	se,	at	de	dygtige	elevers	symbol‐	og	formalismekompetence	er	
langt	mere	veludviklet	end	de	svage	elevers,	og	at	dette	ofte	bremser	de	svage	elever	i	
matematiseringsprocessen.	Dette	er	også	et	område,	der	kan	trænes.		
Man	kan	konkludere	at	følgende	områder	er	væsentlige	for	at	kunne	matematisere	
	
(1) En	bred	omverdensforståelse	
(2) Evnen	til	at	skabe	billeder	
(3) Symbol‐	og	formalismekompetencen.	
	
Man	kan	primært	fokusere	på	(2)	og	(3)	i	matematikundervisningen.	I	interventionen	for	de	
svage	elever	vil	vi	benytte	resultaterne	fra	dette	afsnit	i	arbejdet	med	at	forbedre	elevernes	
”matematiseringskompetence”.	
Snublesten	ved	modellering	
Vi	vil	nu	se	på	de	svage	eleveres	besvarelse	af	de	valgte	opgaver.	I	bilag	18	er	samtalerne	med	
de	4	elever	gengivet.	Samtalerne	viser,	at	eleverne	har	svært	ved	at	forstå,	hvad	det	er,	der	
præcist	bliver	spurgt	om.	Dette	kan	skyldes	mange	ting,	men	en	ting,	som	viser	sig	tydeligt,	er	
deres	manglende	forståelse	af	den	virkelighed,	de	som	mennesker	befinder	sig	i.	Her	tænkes	
bl.a.	på	opgave	5,	hvor	højden	af	en	bygning	skal	vurderes.	Her	mangler	en	del	elever	evnen	til	
at	kunne	fornemme	perspektivet	i	billedet	og	kendskab	til	højden	af	en	person	og	for	den	sags	
skyld	også	et	hus.	Vi	har	set	svar	som	”den	er	højere	end	de	to	andre	bygninger”	og	”2,5	km”.	
Et	andet	eksempel	er	opgave	6,	hvor	Aya’s	udsagn	om,	at	olien	aldrig	slipper	op,	når	man	
hvert	år	udvinder	1	%.	Til	sidst	vil	mængden	være	så	lille,	at	vi	skal	til	at	dele	molekylerne	for,	
at	det	kan	lade	sig	gøre	at	tage	1	%.	I	opgave	6	havde	mange	elever	også	svært	ved	at	skulle	
give	den	ene	ret.	At	begge	kunne	have	ret	havde	de	svært	ved	at	forstå.	(Se	evt.	transskription	
af	S	i	bilag	18).	En	anden	type	fejl,	som	også	skyldes	læsevanskeligheder	ses	i	besvarelser	af	
bl.a.	opgave	7,	hvor	gennemsnitsfarten	skal	bestemmes.	Her	er	det	en	tid,	der	angives	som	
svar	hos	to	af	de	udvalgte	elever.	Hos	andre	svage	elever	er	der	tale	om	en	overgeneralisering	
af	begrebet	gennemsnit,	som	derfor	bliver	et	gennemsnit	af	de	to	angivne	hastigheder.	Særligt	
når	teksten	bliver	lang,	som	eksempelvis	opgave	12,	bliver	det	svært	at	få	overblik	over	
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opgaven.	I	opgave	12	er	der	ingen	af	de	svage	elever	som	under	vejledningen	selv	identificerer	
de	to	ligninger,	der	er	angivet	i	teksten.		
Samtalerne	viser	også,	at	de	svage	elever	har	svært	ved	at	skabe	de	rigtige	billeder	enten	i	
hovedet	eller	på	papiret.	Det	ses	fx	i	opgave	8,	opgaven	med	pizzaen	(se	figur	23),	hvor	
eleverne	fokuserer	meget	på	de	tal,	der	er	opgivet	i	opgaven,	men	ikke	er	i	stand	til	at	se,	at	
diameteren	skal	bruges	til	at	sige	noget	om	arealet.		
Figur	23		C’s	besvarelse	af	opgave	8	
	
I	opgave	11,	den	med	terningen	(se	eksempel	på	figur	24),	er	der	også	en	del	af	de	svage	
elever,	som	ikke	kan	få	opbygget	en	rumlig	figur	af	terningen,	mens	andre	fokuser	meget	på	at	
få	tallene	til	at	forholde	sig	til	hinanden.	
Figur	24		S’s	besvarelse	af	opgave	11	
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Som	vi	også	forventede,	ses	det,	at	de	svage	elever	har	svært	ved	at	løse	modelleringsopgaver,	
da	de	ofte	er	læsesvage/usikre	og	derfor	ikke	altid	får	den	rigtige	information	ud	af	teksten,	
de	har	ikke	en	bred	omverdenforståelse,	de	får	ikke	skabt	de	korrekte	billeder,	og	de	er	usikre	
i	brug	af	symboler	og	formalisme	inden	for	matematik.	Vi	vil	i	vores	egenskab	af	
matematikvejleder	være	i	stand	til	at	hjælpe	med	at	lære	at	læse	teksten,	således	at	man	kan	
trække	de	relevante	informationer	ud	af	en	tekst/opgave.	Vi	vil	have	svært	ved	at	give	
eleverne	en	større	omverdenforståelse	og	dermed	kan	det	måske	også	blive	svært	at	få	sat	de	
rigtige	billeder	på.	
Diagnosticering	af	de	udvalgte	elever	
I	denne	del	af	projektet	identificerede	vi	fire	elever,	som	svage	i	modellering.	Af	disse	4	var	det	
kun	de	to	fra	OTG	der	efterfølgende	modtog	vejledning.	For	at	målrette	indsatsen	
diagnosticerede	vi	eleverne	gennem	en	samtale	om	udvalgte	opgaver	i	Detektionstest	3.	Som	
nævnt	tidligere	havde	vi	på	forhånd	bemærket,	at	især	opgaver	med	matematisering	voldte	
eleverne	problemer,	og	foretog	derfor	diagnosticeringen	på	baggrund	af	elevernes	besvarelse	
af	opgaverne	2,	5,	6,	7,	8,	11	og	12.	
	
Skemaet	herunder	viser	første	skridt	på	vejen	i	mod	en	diagnosticering	af	de	fire	
identificerede	elever	A,	M,	C	og	S.	I	øverste	række	er	angivet	opgavens	nummer	og	i	rækken	
nedenfor	findes	fokusområderne	for	de	enkelte	opgaver.	De	rækker,	der	er	benævnt	A,	M,	C	og	
S,	viser	elevernes	opnåede	point	i	hver	opgave,	og	nedenfor	er	angivet	hvad	der	er	elevens	
særlige	problemer	i	hver	opgave.	Pm:	præmatematisering.	M:	matematisering.	
Pl:	problemløsning.	Am:	afmatematisering.	V:	validering.	
Endelig	viser	søjlen	til	højre,	det	samlede	antal	point	hver	elev	har	opnået.	
	 2	 5	 6	 7	 8	 11	 12	 Point	
Indhold	 Dressing	 Bygning	 Olie	 Athen	 Pizza	 Terning	 Hjerte	 	
Fokus	 M	 Pm,	M	 Pm,	M	 Pm,	M	 Pm,	M	 M,	Pl	 Am	 	
A	 0,5	 0,25	 0,25	 0,25	 0	 0	 5,5	
Problem	 ‐	 Pm	 Pl,	Am	 Pm,	M	 Pm,	M	 M	 ‐	 	
M	 1	 0	 0,5	 0	 0,5	 0	 6	
Problem	 ‐	 Pm	 M	 Pm,	M	 Pm,	M	 M	 ‐	 	
C	 0,5	 1	 0	 0	 0	 1	 	 6,5	
Problem	 Pl,	Am	 V	 Pm	 M	 M	 ‐	 ‐	 	
S	 1	 1	 	 0	 0	 0	 	 5,5	
Problem	 ‐	 ‐	 Pm,	M	 M,	Pl	 Pl	 Pm,	M	 	 	
Tabel	13		Oversigt	over	de	4	svage	elever,	opgaver,	fokusområder	og	point.	
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I	bilag	18	findes	transskriptioner	af	dele	af	disse	samtaler,	samt	en	uddybende	beskrivelse	af	
hvilke	problemer	eleverne	havde.	Nedenfor	vises	enkelte	eksempler.	På	baggrund	af	en	samlet	
analyse	af	hver	enkelt	elev	foretog	vi	en	diagnosticering	af	eleven	og	opstillede	mål	for	elevens	
udbytte	af	forløbet.	
Elev	A	(OTG)	
Opgave	8,	se	figur	24.	
	
Figur	24		A’s	besvarelse	af	spørgmål	8	
	
Lærer:	”Du	har	tegnet	noget.	Det	synes	jeg	er	en	god	idé.”	
A:	”Ja,	men	jeg	er	ikke	sikker	på,	at	de	er	rigtige.	Jeg	synes,	de	er	meget	små.”	
Lærer:	”Jah,	men	det	kommer	jo	an	på	det	målestoksforhold	igen	jo.	Hvad	er	det?	10	kroners	
forskel,	og	pizzaen	er	kun	10	cm	i	diameteren.	Når	nu	man	kigger	på	sådan	et	stykke	pizza.	
Hvad	plejer	man	så	at	måle	sådan	et	stykke	pizza	i?	Hvis	du	gerne	vil	vide,	hvor	meget	pizza	
du	får,	hvad	måler	du	så	pizzaen	i?	Er	det	diameteren	du	måler	den	i?	”Goddag,	jeg	vil	gerne	
have	3	diameter	pizza!”	
A:	”…”	
Kan	slet	ikke	komme	i	gang	med	opgaven.	Læreren	taler	om	arealer	og	rumfang	som	mål	for	
pizzaen,	og	herefter	går	samtalen	videre.	
Lærer:	”Hvordan	finder	du	så	ud	af	hvad	for	en	pizza,	hvor	du	får	mest	for	pengene?”	
A:	”Så	vil	jeg	da	prøve	at	regne	ud	hvor	stor	den	er	i	forhold	til	den	anden,	sådan	arealmæssigt.	
Så	skal	jeg	jo	bruge	radius.”	
Lærer:	”Kan	du	finde	den,	når	du	har	diameteren?”	
A:	”Ja,	det	er	jo	det	halve.”	
Lærer:	”Kan	du	huske	arealet	af	sådan	en	pizza?	–	cirkel!”	
A:	”Det	første	jeg	tænker	på…	det	ved	jeg	ikke	om	er	rigtigt.	Det	er	pi	gange	radius	i	anden.”	
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Lærer:	”Ja.	(A	skriver	arealerne	op	for	begge	pizzaer).	Nemlig.	Der	er	i	hvert	fald	ikke	nogen	
tvivl	om,	at	den	store	pizza	har	det	største	areal.	Men	hvis	du	nu	skal	finde	ud	af	ved	hvad	for	
en	du	får	mest	for	pengene,	hvad	skal	du	så	gøre	ved	de	der	arealer?	Hvad	ved	du	mere	om	
pizzaerne?”	
A:	”Ikke	andet	end	hvor	meget	de	koster.	(Skriver	det	ud	for	pizzaerne).”	
Lærer:	”Og	hvordan	finder	du	så	ud	af	hvor	du	får	mest	for	pengene?”	
Går	igen	i	stå.	Kommer	med	forskellige	forslag,	men	ved	ikke	rigtig,	hvad	man	får	ud	af	det.	Har	
en	fornemmelse	af	at	den	store	pizza	er	meget	større	end	den	lille,	og	at	man	får	mest	for	
pengene	her,	da	den	kun	er	10	kr.	dyrere,	men	det	lykkes	ikke	at	komme	igennem	fornuftige	
beregninger.	
Det	er	både	præmatematiseringen	og	selve	matematiseringen,	der	går	galt	her.	A	tegner	en	
stor	og	en	lille	cirkel	men	kommer	ikke	frem	til,	at	deres	areal	er	et	mål	for	størrelsen	af	
pizzaerne.	Hun	husker	ikke,	hvordan	man	beregner	cirklens	areal	og	kommer	slet	ikke	frem	
til,	at	det	er	forhold	mellem	areal	og	pris,	man	skal	finde.	
	
Opgave	11,	se	figur	25	
Lærer:	”Det	er	en	interessant	opgave,	for	den	har	vi	faktisk	kigget	på	før.	Du	gætter	på	8,96.	
Du	har	lavet	en	fin	tegning	(To	kvadrater,	hvor	sidelængden	i	den	ene	er	dobbelt	så	lang	som	i	
den	anden	markeret	med	fed	på	figuren	herunder),	og	du	er	på	vej...	Hvad	gælder	der	om	den	
ene	terning	i	forhold	til	den	anden	terning?”
	
Figur	25		A’s	besvarelse	af	spørgsmål	11	
	
A:	”Den	store	er	4	gange	den	lille.”	
Lærer:	”Hvorfor	fire?”	
A:	”Når	jeg	lægger	dem	op	ved	siden	af	hinanden,	så	ligner	det	at	den	kan	dække	sådan	fire	
gang	(peger).”	
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Lærer:	”Hvorfor	fik	du	så	8,96?	og	hvorfor	skrev	du	”dobbelt”?”	
A:	”Ja,	det	ved	jeg	heller	ikke.	Fordi	jeg	har	glemt	de	fire?	Jeg	tror	ikke,	jeg	har	tænkt	videre	
over,	at	den	var	fire	gange	så	stor.”	
Lærer:	”Du	har	fuldkommen	ret	i,	at	det	der	kvadrat	er	4	gange	så	stort	som	det	der	(peger).	
Men	er	det	her	et	retvisende	billede	af	terningen?	Er	det	terningen,	man	kan	se	her?”	
A:	”Nej,	det	er	kun	den	ene	overflade	af	terningen.	Der	må	jo	være	fire	af	dem	på	hver	side.	
Hvis	man	prøver	at	tegne…	(tegner	en	rumlig	figur,	der	er	vist	svagt	på	ovenstående	billede)	
Så	bliver	den	større	på	alle	leder.”	
Lærer:	”Prøv	at	tegn	en	af	de	små	ind.	Hvor	ligger	den	henne	på	den	store?”	
A:	”Den	ligger	jo	her	(tegner).”	
Lærer:	”Stikker	den	bagud?	eller	ligger	den	kun	på	den	der	overflade?”	
A:	”Den	stikker	jo	bagud.”	
Lærer:	”Prøv	at	tegne	hele	den	lille	terning	ind”	
A:	”(Tegner	helt	korrekt).	Den	vil	ligge	sådan	her.”	
Lærer:	”Hvor	mange	af	de	små	kan	der	så	være	i	den	store?”	
A:	”(Mumler	og	tegner).	1,	2,	3…	Det	må	jo	så	være	8	ud	fra	hvad	jeg	kan	se.”	
Lærer:	”Hvordan	kan	du	så	regne	ud,	hvor	tung	den	nye	terning	var?”	
A:	”Skal	vel	gange	med	8.	Er	det	så	4,8	g	ganget	med	8?	Det	skriver	jeg	lige!”	
Ser	et	par	tal	(2	og	4)	og	bruger	dem	til	at	regne	den	dobbelte	værdi	ud.	
A	har	lavet	en	todimensional	tegning	og	ved	godt,	at	det	ene	areal	er	4	gange	så	stort	som	det	
andet.	Men	der	mangler	den	rumlige	dimension,	det	rigtige	”billede”	på	virkeligheden.		
	
Diagnosticering	af	elev	A	
Denne	elev	har	deltaget	i	både	DEL	1	og	DEL	2,	og	har	her	vist,	at	den	ekstra	opmærksomhed	
på	specifikke	områder	har	en	positiv	og	vedvarende	effekt.	Samtalen	viste,	at	til	trods	for,	at	A	
klarede	sig	dårligt	i	testen,	havde	hun	en	bedre	forståelse	af	præmatematisering	og	
matematisering	end	hendes	besvarelse	gav	indtryk	af.	Ofte	var	det	nedskrivningen	af	et	
brugbart	svar,	der	voldte	større	problemer,	end	at	komme	frem	til	det.	Fra	tidligere	vides	det,	
at	især	en	mangelfuld	symbol‐	og	formalismekompetence	i	kombination	med	brugen	af	
algebra	er	snublesten	for	A.	Dette	kommer	også	til	udtryk	her	fx	i	opgaverne	7,	8,	11	og	12,	
hvor	opstilling	og	beregninger	af	gennemsnitsfart,	pizzapris,	terningevægt	og	hjertefrekvens	
ikke	lykkes.	
A	har	en	nogenlunde	bred	forståelse	af	sin	omverden,	men	hun	er	ikke	god	til	at	skabe	
billeder,	der	kan	hjælpe	hende	i	gang.	Bliver	hun	hjulpet	til	lave	disse	billeder	i	form	af	
grafiske	repræsentationer	og	figurer,	kommer	hun	ofte	frem	til	en	løsning.		
Målet	for	A	er	derfor	selv	at	kunne	producere	”de	rigtige”	billeder	ud	fra	teksten.	Herudover	
skal	der	fortsat	arbejdes	med	symbol‐	og	formalismekompetencen	og	algebraiske	
beregninger.	For	A	vil	det	sandsynligvis	være	en	fordel,	hvis	en	del	af	disse	kan	foretages	med	
et	CAS‐værktøj.	
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Elev	M	(OTG)	
Opgave	7,	se	figur	25.	
M:	”Hvad	har	jeg	gjort	her?	Der	har	jeg	bare	taget	gennemsnittet.	Jeg	har	bare	plusset…	Jeg	
skal	lige	se	her:	3	km,	den	dobbelte	fart,	det	er	så	6	km.	Ja,	hun	stiger	op	ad	en	bakke	med	3	
km/t	og	når	hun	kommer	ned	ad	bakken	så	er	det	med	6	km/t	for	det	er	den	dobbelte	fart.	Der	
har	jeg	så	bare	sagt	3	plus	den	dobbelte	fart	som	er	6	det	er	9	km	i	timen	og	så	divideret	det	
med	2	for	det	er	2,	find	gennemsnittet,	og	det	giver	4,5.”	
Lærer:	”Du	har	fundet	et	gennemsnit.	Må	man	godt	tage	gennemsnit	af	hastigheder	på	den	
måde?	Hvorfor	tror	du	man	må	tage	gennemsnit	af	hastigheder?”	
M:	”Jeg	tror	bare,	at	det	er	med	tal	at	gøre.	Jeg	så	der	var	et	tal	og	så	satte	jeg	km	bagefter.		
	
	
Figur	25		M’s	besvarelse	af	spørgsmål	7	
	
Matematiseringen	består	i,	at	man	skal	bestemme	den	strækning	pigen	tilbagelægger,	og	hvor	
længe	hun	er	om	det,	men	M	mangler	et	begrebsbillede	for	”fart”	og	overgeneraliserer.	Det	er	
derfor	præmatematiseringen,	der	går	galt	her.	
	
Opgave	8,	se	figur	26.	
Lærer:	”Så	er	der	pizzaen.	Hvad	tænkte	du	der?”	
M:	”Der	har	jeg	tegnet	en	på	30	diameter	og	en	på	40	diameter	og	så	har	jeg	sådan	set	bare	
lagt	den	her	(den	lille)	ind	i	den	her	(den	store).	Så	har	jeg	taget	2	pizzaer	og	fået	den	samlede	
diameter	som	er	40	og	så	er	jeg	gået	ind	og	har	kigget	på	hvor	mange	gange	større	den	her	
diameter	det	er	10	og	det	har	jeg	illustreret	sådan	her	(se	noter)	og	så	har	jeg	så	sagt	at	til	30	
kr.	der	får	man	lidt	mere	end	hvis	man	kun	køber	en	til	40	kr.	Eller	det	er	det	samme,	
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undskyld.	Tror	jeg,	var	det	sådan	jeg	skrev?	(Læser	sin	tekst.)	JA	da	har	jeg	skrevet	at	den	til	
30	kr.	kan	betale	sig	mere	end	den	til	40	kr.”	
Lærer:	”Lad	mig	lige	tegne	en,	der	passer	lidt	bedre	med	teksten.	(Tegner	2	pizzaer	inden	i	
hinanden,	hvor	den	ene	har	en	diameter	på	3	og	den	anden	på	4.)	Prøv	lige	at	markere	det	
stykke	pizza	af	den	lille,	som	man	får	for	10	kr.”	
M:	”(Tænker).	Det	er	en	tredjedel.”	
Lærer:	”Så	farver	vi	for	10	kr.	pizza.	(Skraverer	en	tredjedel).	Når	nu	man	køber	den	til	40	kr.	
hvor	meget	får	man	så	mere?	Hvor	meget	pizza	får	man	for	de	ekstra	10	kr.?”	
M:	”Det	her	(peger	på	ringen	uden	om	den	lille	pizza)		
Lærer:	”Hvor	stort	synes	du,	at	det	ser	ud	i	forhold	til	det	du	har	farvet?”	
M:	”Jeg	synes	det	ser	større	ud.”	
Lærer:	”Hvis	nu	man	får	mere	pizza	for	10	kr.	der	(peger	på	ringen)	end	man	betaler	for	et	
stykke	pizza	derinde	(peger	på	det	skraverede)	for	10	kr.	hvad	for	en	pizza	kan	så	bedst	betale	
sig?”	
M:	”Den	her	til	40	kr.”	
	
Figur	26		M’s	besvarelse	af	spørgsmål	8	
	
I	præmatematiseringen	gør	eleven	sig	ikke	klart,	at	begge	pizzaer	har	samme	tykkelse,	og	der	
derfor	er	tale	om	to	cylindre.	Der	dannes	billeder	af	cirkelskiver,	men	da	det	er	ordet	
”diameter”,	som	forekommer	i	teksten,	bliver	det	denne	og	ikke	arealet,	der	benyttes	som	mål	
for	pizzaernes	størrelse.	M	laver	figurer,	men	de	er	så	misvisende	i	størrelsesforholdet,	at	
matematiseringen	går	galt.		
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Diagnosticering	af	elev	M	
M	er	en	helt	usædvanlig	flittig	og	ihærdig	elev,	der	desværre	ikke	får	så	meget	ud	af	sit	store	
arbejde.	Han	har	en	typisk	instrumentel	tilgang	til	faget	og	er	ikke	kommet	længere	end	til	et	
operationelt	niveau.	Genkender	han	en	metode	eller	en	algoritme,	går	han	straks	i	gang,	og	
kommer	ofte	godt	igennem.	Hans	favoritdiscipliner	er	procentregning	og	trigonometri,	hvor	
der	findes	mange	standardopgaver,	som	han	klarer	udmærket.	Til	gengæld	skal	man	ikke	
indføre	ret	meget	nyt,	eller	dreje	en	opgave	ret	meget,	før	det	går	galt.		
Samtalen	viste,	at	M	har	store	problemer	med	såvel	præmatematisering	som	matematisering,	
hvoraf	det	sidste	ofte	følger	af	det	første.	M	har	problemer	med	at	forstå	formelle	
begrebsdefinitioner,	som	man	fx	ser	i	opgave	7.	Han	har	til	gengæld	nogle	meget	robuste	
begrebsbilleder,	der	dog	ikke	rækker,	hvorfor	han	overgeneraliserer	og	laver	sine	egen	regel	
for	gennemsnitsfart.	Han	griber	fat	i	enkeltord	uden	at	gøre	sig	klart,	i	hvilken	sammenhæng	
de	skal	benyttes.	Dette	ses	fx	i	opgaverne	7	og	8	hvor	det	er	ord	som	”gennemsnit”	og	
”diameter”,	der	sætter	ham	i	gang,	men	i	en	forkert	retning.	
Elev	M	forsøger	ofte	at	benytte	figurer,	men	da	de	er	mangelfulde	eller	forkerte,	får	han	ikke	
det	ud	af	dem,	der	kunne	have	bragt	ham	igennem	processen.	Dette	ses	både	i	opgave	8	og	11,	
hvor	det	i	sidstnævnte	opgave	er	en	todimensional	terning,	der	forhindrer	ham	i	at	nå	det	
korrekte	resultat.	
Endelig	har	M	svært	ved	at	læse	større	tekster	som	fx	opgave	12.	I	denne	opgave	er	der	
yderligere	det	problem,	at	den	ikke	er	skrevet	op,	som	M	plejer	at	se	den.	De	variable	hedder	
alder	og	anbefalet	maksimal	hjertefrekvens,	og	ikke	x	og	y	som	det	ofte	(men	ikke	altid!)	er	
tilfældet.	
Målet	for	M	er	at	blive	bedre	til	at	uddrage	det	væsentlige	i	en	problemstilling	og	gerne	få	
lavet	den	rigtige	figur,	der	kan	hjælpe	med	at	løse	det.	Derudover	skal	der	fortsat	arbejdes	
med	at	udvikle	og	udvide	elev	M’s	begrebsbilleder	og	deres	indbyrdes	sammenhæng	samt	
sammenhængen	med	de	formelle	begrebsdefinitioner.	
Intervention	med	fokus	på	matematisering	og	
præmatematisering	
Under	den	efterfølgende	interventionssamtale	med	A	og	M	var	der	fokus	på	deres	særlige	
problemer.	Beskrivelsen	af	den	afsluttende	interventionssamtale	findes	i	afsnittet	Har	forløbet	
virket?	
På	OTG	blev	interventionen	suppleret	med	et	klassebaseret	undervisningsforløb,	der	trænede	
eleverne	i	matematisering	gennem	diskussioner	med	klassekammeraterne.		
	
Undervisningsforløbet	på	OTG	
I	DEL	2	benyttede	vi	på	OTG	en	kombination	af	samtaler	med	de	udvalgte	elever	hver	for	sig	
og	et	undervisningsforløb,	der	involverede	hele	klassen.	Dette	viste	sig	at	være	en	succesfuld	
metode,	idet	eleverne	med	læringsvanskeligheder	både	fik	hjælp,	der	var	målrettet	deres	
særlige	behov,	samtidig	med	at	de	blev	støttet	i	udviklingen	af	ræsonnementskompetencen	
igennem	de	sociomatematiske	normer,	der	opstod	i	klassen	under	forløbet.	Derudover	
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bemærkede	vi	en	positiv	effekt	på	klassen	som	helhed	gennem	den	diskussion,	der	foregik	i	
grupperne	og	den	efterfølgende	institutionalisering	i	klassediskussionerne.		
På	OTG	valgte	vi	derfor	at	benytte	samme	kombination	i	denne	del	af	projektet,	dog	med	en	
lidt	anden	udformning.	I	perioden	fra	efterårsferien	og	frem	til	1.	december	arbejde	2.c	med	
differentialregning.	Denne	undervisning	foregik	helt	traditionelt	med	en	blanding	af	
gennemgang	af	nyt	stof,	træningsopgaver	i	hånden,	opgaver	på	computeren	(Khan	Academy,	
Maple	og	Geogebra)	samt	arbejde	med	et	projekt.	En	undervisningsplan	findes	i	bilag	20.	Men	
som	noget	nyt	blev	der	hver	gang	arbejdet	med	en	”matematiseringsopgave”19.	Her	blev	
eleverne	opdelt	i	nye	og	tilfældige	grupper	på	4	personer	hver	gang,	og	der	blev	brugt	ca.	10‐
15	min	i	grupperne	og	ca.	5	min	på	fælles	opsamling	hver	gang.	
Dette	indslag	blev	introduceret	for	eleverne,	efter	de	havde	haft	detektionstest	3,	og	det	blev	
begrundet	med	klassens	resultater	af	testen.	I	forbindelse	med	testen	havde	klassen	fået	
gennemgået	modelleringscyklussen,	og	denne	blev	trukket	frem	igen	under	introduktionen	af	
”matematiseringsforløbet”.	Derudover	blev	modelleringscyklussen	taget	frem	under	den	
fælles	opsamling	efter	hver	opgave,	når	eleverne	havde	inddraget	andre	delprocesser	end	de	
to,	som	forløbet	havde	fokus	på	(præmatematisering	og	matematisering).		
Analyse	af	matematiseringsopgaver	
I	dette	afsnit	vil	vi	analysere	de	opgaver,	der	er	benyttet	i	undervisningsforløbet	på	OTG.	
Opgaverne	er	konstrueret,	så	de	både	giver	klassen	indsigt	i,	hvordan	differentialregning	
indgår	i	vores	omverden,	og	træner	eleverne	i	nogle	af	modelleringens	delprocesser,	samtidig	
med	at	opgaverne	fungerer	som	intervention	for	de	udvalgte	elever	A	og	M.	I	analysen	lægges	
vægt	på	præmatematisering	og	matematisering,	der	er	fokusområderne	for	de	mål,	der	er	
opstillet	for	eleverne,	men	andre	delprocesser	indgår	i	den	udstrækning,	de	er	relevante	for	
skabelsen	af	begrebsbilleder	indenfor	differentialregning.	
	
Opgave	1	Bremselængde	
	
 Tegn	data	ind	i	et	koordinatsystem,	og	forbind	P(10;	226)	og	Q(15,297)	med	en	ret	linje.	
 Hvad	siger	hældningskoefficienten	for	denne	rette	linje	om	bevægelsen?	
 Giv	et	skøn	over	bilens	hastighed	til	t	=	30	s.	
	
Forløbets	første	opgave,	hvor	eleverne	endnu	ikke	kender	nogle	formelle	begrebsdefinitioner	
fra	differentialregning.	Opgaven	er	stort	set	matematiseret,	og	kernen	er	derfor	
problemløsningen	i	form	af	indtegning	af	rette	linjer	og	beregning	af	deres	
																																																								
19	For	yderligere	beskrivelse	af	opgaverne	se	afsnittet	Analyse	af	matematiseringsopgaver.	
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hældningskoefficient	samt	afmatematisering	i	tolkningen	af	hældningskoefficienten	og	
skønnet	af	bilens	hastighed	enten	i	form	af	tangentens	hældning	eller	gennemsnittet	af	to	
sekanthældninger.	
	
Opgave	2	Affaldsproduktion	
	
 Hvor	meget	var	den	årlige	affaldsproduktion	i	2007?	
 Hvor	stor	var	væksten	i	affaldsproduktion	i	2004	og	i	2007?	
	
Opgaven	er	mindre	stilladseret	end	i	opgave	1.	Opgavens	kerne	er	matematiseringen,	hvor	
eleverne	forventes	selv	at	indtegne	punkterne,	tegne	en	”bedste	graf”	(punkterne	ligger	ikke	
på	en	type	graf,	de	kender	i	forvejen)	og	aflæse	en	funktionsværdi	samt	to	tangenthældninger.	
Alternativt	til	tangenten	i	2004,	kan	gennemsnittet	af	sekanthældningerne	fra	02‐04	og	04‐06	
findes	og	sekanthældningen	fra	06‐08	beregnes,	når	den	”bedste	graf”	gennem	punkterne	
antyder,	at	disse	hældninger	ligger	tæt	på	tangenthældningerne.				
	
Opgave	3	Hegn	
En	landmand	skal	have	indhegnet	et	rektangulært	område	til	sine	kalve.	Han	har	200	m	hegn.	
 Hvilke	dimensioner	skal	indhegningen	have,	for	at	kalvene	får	mest	mulig	plads	at	græsse	
på?	
 Kan	man	forestille	sig	en	form,	der	giver	et	større	areal?	Hvilket?	
En	opgave	i	optimering	som	eleverne	endnu	ikke	har	stiftet	bekendtskab	med.	Differentiation	
er	ikke	nødvendig,	idet	arealfunktionen	er	et	andengradspolynomium,	som	har	maksimum	i	
toppunktet,	der	kan	findes	ved	indsættelse	i	en	formel	eller	grafisk	i	fx	Geogebra.	
Opgavens	kerne	er	matematisering,	hvor	eleverne	skal	kunne	opstille	de	to	ligninger,	der	
beskriver	hhv.	sammenhængen	mellem	områdets	længde	og	bredde	og	områdets	areal.	
Dernæst	skal	der	redegøres	for,	at	der	findes	et	størst	muligt	areal.	
I	sidste	del	af	opgaven	undersøges	elevernes	kendskab	til	arealet	af	andre	geometriske	
former.		
	
Opgave	4	Hegn	langs	å	
Landmanden	beslutter	at	lave	indhegningen	til	kalvene	langs	en	å,	så	han	ikke	skal	bruge	hegn	
på	den	ene	side.	
 Hvilke	dimensioner	skal	indhegningen	nu	have,	for	at	kalvene	får	mest	mulig	plads	at	
græsse	på?	
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 Kan	man	atter	forestille	sig	en	form,	der	giver	et	større	areal?	Hvilket?	
	
Indholdet	i	denne	opgave	svare	til	den	i	opgave	3.	I	matematiseringsprocessen	skal	der	blot	
tages	hensyn	til	de	nye	konditioner,	nemlig	at	det	kun	er	nødvendigt	at	se	på	3	sider	af	
området.	
	
Opgave	5	Sodavandsafkøling	
En	sodavand	tages	ud	af	et	køleskabet.	Udenfor	køleskabet	er	der	22	grader.		
Hvor	hurtigt	stiger	sodavandens	temperatur?	(Angiv	blot	et	udtryk	eller	lav	en	skitse	der	viser	
forløbet).	
	
Opgavens	kerne	er	præmatematisering	og	matematisering.	Præmatematiseringen	foregår	ved	
at	redegøre	for,	hvad	der	sker,	når	en	sodavand	tages	ud	af	køleskabet	og	langsomt	varmes	op,	
indtil	dens	temperatur	nærmer	sig	omgivelserne.	Da	omgivelserne	er	meget	større	end	
sodavanden,	vil	man	reelt	ikke	opleve	en	nedkøling	af	rummet.	Sodavandens	temperatur	er	
altså	proportional	med	forskellen	mellem	sodavandstemperatur	og	rumtemperaturen.	
I	matematiseringen	skal	der	formuleres	et	udtryk,	der	afspejler	denne	proportionalitet,	eller	
der	skal	tegnes	en	(t;T)‐graf,	som	viser,	at	temperaturen	først	stiger	meget	for	dernæst	at	
flade	ud,	når	man	nærmer	sig	rumtemperaturen.		
	
Opgave	6	Epidemi	
Vi	vil	her	se	på	hvordan	en	epidemi	udvikler	sig	i	en	befolkning.		
 Overvej	hvad	der	har	betydning	for,	hvor	hurtigt	epidemien	udvikler	sig,	og	gør	rede	for	de	
antagelser	og	forsimplinger	I	gør	jer.	
 Lav	en	figur	og/eller	opskriv	et	udtryk,	der	fortæller,	hvordan	epidemien	udvikler	sig,	dvs.	
med	hvilken	hastighed	antallet	af	syge	personer	stiger.		
	
Opgaven	er	af	samme	type	som	opgave	5.	Kernen	er	præmatematisering	og	matematisering.	I	
præmatematiseringen	skal	eleverne	gøre	rede	for,	hvordan	en	sygdom	spreder	sig,	ved	at	syge	
personer	møder	raske.	Her	tager	man	ikke	hensyn	til,	at	de	syge	bliver	raske	igen,	eventuelt	
kan	nævnes,	at	når	man	først	har	været	syg,	bliver	man	ikke	smittet	med	samme	sygdom	igen	
umiddelbart	efter,		at	man	er	blevet	rask.	I	matematiseringen	skal	dette	formuleres	som	et	
udtryk,	der	viser,	at	væksten	i	syge	personer	både	er	proportional	med,	hvor	mange	syge	og	
hvor	mange	ikke‐syge	personer,	der	er	i	befolkningen.	Her	må	indføres	betegnelser	som	
befolkningens	størrelse	K	og	antal	syge	S.	Alternativt	kan	der	tegnes	en	logistisk	vækstkurve	
med	tiden	ud	af	x‐aksen	og	antal	syge	op	ad	y‐aksen.	
	
Opgave	om	regnmåler	
En	regnmåler	er	en	beholder	(og	en	geometrisk	figur),	hvori	man	opsamler	regnvand.	På	siden	
er	placeret	en	skala,	som	viser	hvor	mange	mm	regn,	der	er	faldet.		
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Billedet	viser	regnmåleren	”CONE”.	
	
 Hvor	højt	skal	vandet	stå	i	regnmåleren,	for	at	den	
er	halvt	fyldt?	
	
 Overvej	(og	nedskriv)	hvilke	antagelser	man	må	
gøre	sig	om	regnmålerens	form	for	at	kunne	besvare	
ovenstående	spørgsmål.	
Skal	man	fx	vide	hvor	høj	regnmåleren	er?	hvor	
”spids”	den	er?	eller	hvor	meget	vand	den	kan	
indeholde?	
	
	
	
Opgaven	er	inspireret	af	Niss	(2010),	hvor	man	finder	en	analyse	af	hele	modelleringscyklus.	I	
denne	opgave	er	fokus	i	første	omgang	præmatematisering	i	form	af	hvilke	oplysninger	man	
har,	og	om	man	er	nødt	til	at	antage	nogle.	Derudover	er	kernen	i	opgaven	matematiseringen,	
dvs.	opstillingen	af	de	udtryk	for	rumfang,	som	man	opnår	ved	at	tegne	et	snit	gennem	keglen	
og	indføre	symbolerne	H	og	R	samt	h	og	r	for	højde	og	radius	i	hhv.	den	fyldte	og	den	halvt	
fyldte	regnmåler.	Dernæst	forventes	eleverne	at	gennemgå	problemløsningen,	så	forholdet	
mellem	h	og	H	kan	bestemmes.	
Observationer	under	matematiseringsforløbet	på	OTG	
Ved	forløbets	begyndelse	var	det	meget	tydeligt,	at	eleverne	var	usikre	på,	hvad	det	hele	
handlede	om.	Situationen	nærmer	sig	et	brud	på	den	didaktiske	kontrakt	for	
matematikundervisningen	i	2.c.	Eleverne	har	prøvet	at	arbejde	med	åbne	opgaver	i	
forbindelse	med	matematikprojekter.	Men	de	har	ikke	tidligere	arbejdet	med	helt	ukendte	
problemstillinger	af	denne	slags	under	tidspres.	10‐15	minutter	er	ikke	ret	lang	tid.	Under	
projektarbejdet	har	man	typisk	1‐2	lektioner	ad	gangen	til	at	fordybe	sig	i	en	problemstilling,	
man	er	forberedt	på.	Undervejs	var	der	flere	og	flere	forudsætninger,	som	eleverne	selv	skulle	
tage	stilling	til.	I	opgaven	om	epidemi,	var	det	ikke	gjort	klart,	hvad	der	mentes	med	”en	
befolkning”,	hvad	der	førte	til	at	en	gruppe	arbejdede	med	klassen,	en	anden	med	en	landsby	
og	en	tredje	med	den	danske	befolkning.	Alle	grupper	havde	dog	fornuftige	overvejelser	om	
forsimplinger	og	antagelser.	
	
Eleverne	brugte	hinanden	meget	i	diskussionen,	og	stort	set	alle	elever	havde	noget	at	byde	
ind	med.	Når	man	som	lærer	gik	rundt	og	lyttede,	var	der	ingen	elever,	der	ikke	havde	idéer,	
men	der	var	en	del,	deriblandt	de	udvalgte	elever,	som	tydeligt	manglede	
omverdensforståelse	og	som	følge	heraf	havde	svært	ved	at	se,	hvilken	type	matematik,	der	
skulle	i	sving.	De	havde	med	andre	ord	vanskeligt	ved	at	udøve	iværksat	foregribelse.		
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En	meget	væsentlig	observation	var,	at	eleverne	fortrak	at	anvende	grafiske	
fremstillingsformer	i	kombination	med	tekst,	og	at	de	så	vidt	muligt	undgik	at	opskrive	
sammenhænge	symbolsk.	Mange	af	opgaverne	”hænger	sammen”	to	og	to,	idet	de	omhandler	
samme	problemstilling	og	kan	matematiseres	på	samme	måde.	Her	kunne	man	observere,	at	
det	allerede	ved	anden	opgave	gik	væsentlig	bedre	end	ved	den	første,	og	at	flere	grupper	
forsøgte	sig	med	en	symbolsk	matematisering	her,	når	de	havde	set	noget	lignende	tidligere	i	
den	klassediskussion,	som	afsluttede	hver	opgave.	Det	er	altså	tydeligt,	at	eleverne	mangler	
metoder	og	værktøjer	til	at	matematisere,	men	at	det	kan	læres,	når	man	har	fokus	på	det	i	
undervisningen.			
	
Som	et	konkret	eksempel	ses	her	udklip	af	den	besvarelse,	som	elev	A’s	gruppe	lavede	af	
opgaven	om	regnmåleren.	
	
Først	overvejede	gruppen,	hvad	opgaven	gik	ud	på:	
	
Figur	27		A’s	gruppes	første	tanker	om	en	løsning	
	
I	første	omgang	forsøgte	gruppen	sig	med	nogle	symbolske	udtryk	for	kendte	sammenhænge,	
og	hernæst	lavede	de	en	skitse	af	et	tværsnit	af	regnmåleren	og	satte	de	symboler	på,	som	de	
havde	brugt	i	formlerne:	
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Figur	28a		A’s	gruppes	forsøg	på	løsning	
	
Figur	28b		A’s	gruppes	forsøg	på	løsning,	illustration	
	
	
Da	dette	ikke	førte	til	målet,	besluttede	de	sig	for	at	prøve	med	et	konkret	taleksempel:	
	
Figur	29		A’s	gruppes	forsøg	på	løsning	med	konkret	taleksempel	
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Dette	fungerede	heller	ikke,	men	gruppen	var	dog	kommet	godt	i	gang	med	opgaven.	Det	de	
manglede	var,	at	finde	endnu	en	sammenhæng	mellem	de	ubekendte,	og	her	skulle	
betragtninger	over	ligedannede	trekanter	inddrages.	Desværre	var	dette	ikke	en	metode,	som	
eleverne	havde	arbejdet	så	meget	med,	at	den	var	blevet	en	del	af	deres	”værktøjskasse”	og	
processen	sluttede	i	første	gang	her.	Der	skulle	dog	ikke	meget	vejledning	til,	før	gruppen	var	i	
stand	til	at	arbejde	videre	med	problemet	og	komme	frem	til	en	fornuftig	løsning.	Man	kan	
dog	overvej,	om	opgaven	ikke	var	så	teknisk	krævende,	at	det	forhindrede	matematiseringen,	
og	den	derfor	bør	modificeres.	
	
Desværre	er	dette	en	problemstilling	vi	ofte	møder	i	undervisningssammenhæng.	Kravene	til	
eleverne	er	i	dag	så	mangfoldige,	at	de	tit	kan	komme	noget	af	vejen,	men	har	svært	ved	at	
kombinere	emner	og	metoder,	fordi	der	ikke	er	tid	nok	til	den	træning,	der	skal	til	for	at	
matematikforståelsen	kondenseres.	Resultatet	er,	at	eleverne	har	en	god	fornemmelse	af,	
hvilken	vej	de	skal,	men	de	kan	ikke	komme	hele	vejen	igennem	til	det	færdige	resultat.		
Har	forløbet	virket?	
Den	afsluttende	samtale	
For	at	undersøge	om	de	udvalgte	svage	elever	var	blevet	bedre	til	at	matematisere,	fik	de	ved	
forløbets	slutning	fem	opgaver	med	problemstillinger	af	samme	type	som	dem,	de	havde	mødt	
i	detektionstest	3	og	i	matematiseringsforløbet.	Opgavetyper	som	de	havde	haft	problemer	
med.	Opgaverne	findes	i	bilag	21.		
For	at	udnytte	tiden	bedst	muligt,	var	eleverne	blevet	bedt	om	at	bruge	ca.	en	time	på	
opgaverne	på	forhånd,	og	dette	skulle	foregå	ALENE.	De	måtte	altså	ikke	diskutere	opgaverne	
med	nogen.	Dernæst	mødtes	de	to	elever	med	deres	lærer	(Schou),	som	sad	og	observerede,	
mens	eleverne	diskuterede	deres	besvarelse.	De	blev	ikke	bedt	om	at	overbevise	hinanden	
om,	at	deres	svar	var	det	rigtige	men	derimod	om	tilsammen	at	finde	den	bedste	løsning	på	
opgaven.	Formålet	med	denne	øvelse	var	at	give	M	og	A	mulighed	for	at	vise,	at	de	tilsammen	
kunne	komme	(næsten)	hele	vejen	gennem	opgaverne,	hvilket	de	var	ret	sikre	på,	at	de	kunne.	
Derudover	gav	det	os	muligheden	for	at	observere	elevernes	indbyrdes	diskussion,	der	
belyser	andre	aspekter	af	deres	overvejelser,	end	når	de	forklare	en	besvarelse	for	deres	
lærer.	
Efter	at	være	kommet	frem	til	en	fælles	løsning,	blev	denne	præsenteret	for	læreren,	der	gav	
respons	og	stillede	spørgsmål,	hvor	eleverne	enten	ikke	var	kommet	frem	til	en	løsning	eller	
havde	angrebet	problemet	forkert.	Elevernes	individuelle	løsninger	blev	ligeledes	inddraget	i	
diskussionen.	
Til	slut	blev	eleverne	bedt	om	deres	mening	om	dels	matematiseringsforløbet	og	dels	
samtalerne.	
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Analyse	af	elevernes	besvarelse	
Det	første	man	bemærker,	er,	at	eleverne	var	blevet	meget	mere	opmærksomme	på	at	
gennemlæse	opgaven,	og	forstå	hvad	der	skulle	laves.	Helt	konkret	var	M	begyndt	at	sætte	
streg	under	de	vigtigste	ord,	og	han	fortalte,	hvorfor	ordene	var	essentielle,	og	hvad	de	
fortalte	ham.	Fx	havde	han	i	opgave	1	understreget	ordet	høj,	og	det	fortalte	ham,	at	han	skulle	
finde	en	længde	og	den	skulle	være	i	meter.	
I	modsætning	til	detektionstest	3	havde	begge	elever	meget	mere,	at	byde	ind	med	nu.	Hver	
havde	en	opgave	som	de	ikke	kunne	komme	i	gang	med.	M	vidste	ikke	hvad	opgave	2	gik	ud	
på,	og	A	gav	op	overfor	opgave	5.		
I	de	eksempler	på	elevernes	besvarelser,	der	ses	nedenfor,	er	deres	rettelser	og	andre	noter,	
der	kom	på	under	samtalen,	skrevet	med	rødt.	For	at	kunne	følge	den	enkelte	elevs	udvikling,	
har	vi	valgt	at	benytte	klip	fra	deres	individuelle	besvarelser	i	stedet	for	fra	deres	fælles	
besvarelse	fra	samtalen.	
	
I	opgave	1	benyttede	begge	elever	samme	metode	som	i	detektionstestens	opgave	5	med	
vurdering	af	hushøjde.	M	valgte	at	bruge	personerne	på	billedet,	skønt	han	bemærkede,	at	det	
ikke	var	godt,	at	de	stod	et	stykke	fra	muren.	A	nævnte	som	det	første,	at	den	person	skulle	
bruge	som	målestok	med,	skulle	stå	helt	op	ad	muren.	Hun	mente	dog,	at	man	stadig	måtte	
tage	hensyn	til	perspektivet	ved	at	måle,	hvor	langt	væk	man	stod,	når	man	så	på	muren.	
	
	
Figur	30		M’s	besvarelse	af	opgave	1	fra	afsluttende	opgaver	
	
Opgave	2	omhandlede	uendelighedsbegrebet	og	”grænseværdier”,	som	M	bemærkede,	da	
læreren	i	den	efterfølgende	samtale	fortalte	om	Zenons	paradoks.	A	havde	grebet	opgaven	
Side	133	af	242	
	
meget	”fysisk”	an,	og	antog	hvor	langt	løbet	var,	og	med	hvilken	hastighed	mand	og	
skildpadde	løb.	Derfra	fandt	hun	ud	af,	hvor	længe	hver	deltager	var	om	løbet,	og	dermed	
hvem	der	vandt.	Metoden	var	korrekt,	men	antagelserne	var	urealistiske	og	beregningerne	
var	fejlbehæftede.	Der	var	dog	sket	et	meget	stort	fremskridt	i	forhold	til	detektionstest	3	
hvad	angår	modet	på	at	komme	i	gang	med	at	gøre	noget	fornuftigt.	
																				 	
Figur	31		A’s	besvarelse	af	opgave	3	fra	afsluttende	opgaver	
	
Opgave	3	indeholdt	elementer	af	opgaverne	om	pizzaen	og	terningen.	Denne	opgave	lavede	
begge	elever	rigtig,	bortset	fra	at	A	læste	radius	som	en	diameter	og	derfor	delte	med	2.	Dette	
kan	skyldes	en	ukritisk	gentagelse	af	den	løsning,	der	blev	diskuteret	under	
detektionssamtalen.		Se	A’s	forklaring	på	figur	31.	
	
Problemstillingen	i	opgave	4	havde	eleverne	mødt	i	matematiseringsforløbet	og	under	
interventionen.	Denne	gang	var	der	imidlertid	tale	om	negativ	og	ikke	positiv	vækst.	Eleverne	
var	stort	set	enige	om	løsningen,	som	ses	figurerne	32a	og	32	b.	
M	tegner	den	(matematisk)	korrekte	graf,	hvorimod	A	uddybede	sin	figur	med	at	redegøre	for	
at	der	skete	forskellige	ting	i	begyndelsen	som	fx	man	holdt	kruset	i	hånden,	så	det	ikke	
kølede	så	hurtigt	ned.	Derfor	gik	der	lidt	tid	inden	den	”rigtige”	afkøling	begyndte.	Desuden	
bemærkede	hun,	at	temperaturen	i	lokalet	jo	så	måtte	blive	lidt	varmere!	
M	havde	ikke	sat	en	sluttemperatur	på,	men	da	han	blev	spurgt,	så	han	i	teksten	og	
kommenterede:	”Hun	sidder	og	arbejder,	så	er	hun	nok	i	et	rum	eller	en	stue,	og	så	siger	vi	24‐
25	grader.”	Disse	detaljer,	var	der	ingen	af	eleverne,	der	tidligere	havde	tænkt	på.	
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Figur	32a		A’s	besvarelse	 Figur	32b		M’s	besvarelse
	
Skønt	der	i	både	interventionen	og	matematiseringsforløbet	samt	i	den	daglige	undervisning	
var	blevet	talt	meget	om	differentialregning	i	form	af	sekanter	og	tangenter,	vidste	A	ikke,	
hvad	hun	skulle	gøre	ved	opgave	5.	M	derimod	var	helt	klar	over	gennemsnitsaccelerationen,	
skønt	han	ikke	mente,	at	man	kunne	medtage	begyndelsen	af	intervallet,	”for	der	var	jo	ingen	
acceleration”.	Han	havde	lavet	anden	del	af	opgaven	på	samme	måde,	men	så	straks,	at	han	jo	
også	der	havde	lavet	et	gennemsnit.	Med	lidt	hjælp	kom	eleverne	dog	i	gang	med	at	tegne	
grafen	og	finde	en	tangent	i	det	rigtige	punkt,	for	at	finde	øjebliksaccelerationen.	Her	er	der	
stadig	et	stykke	vej,	før	de	selv	kan	komme	igennem	opgaver	af	denne	type.	
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Figur	33	M’s	besvarelse	af	opgave	5	fra	afsluttende	opgaver	
	
Samtalen	blev	afsluttet	med	en	generel	evaluering.	Begge	elever	var	meget	positive,	og	de	var	
parate	til	at	yde	en	ekstra	indsats,	hvis	de	kunne	få	lov	til	fortsætte	i	”projektet”,	også	selvom	
det	officielt	stopper	her.	Elev	A	havde	talt	med	elev	I,	som	deltog	i	DEL	1	og	DEL	2,	om	at	de	
alle	tre	som	gruppe,	gerne	ville	blive	ved	med	at	deltage	i	samtaler	om	opgaver,	på	samme	
måde	som	de	havde	gjort	det	hidtil.	Det	var	noget	overraskende	idet	A	og	I	ikke	til	daglig	har	
meget	at	gøre	med	hinanden.	
Begge	elever	følte,	at	de	kunne	mærke,	at	der	var	sket	noget	i	deres	opfattelse	af	egne	evner.	M	
udtrykte	det	således.	”Jeg	tør	godt	sige	noget	i	en	gruppe	nu,	også	selvom	jeg	ikke	er	helt	
sikker	på,	at	det	er	rigtigt.	For	jeg	er	sikker	på,	at	noget	af	det,	jeg	siger,	er	lidt	rigtigt.”	
	
Omvendt	viste	den	afsluttende	samtale	om	de	samme	fem	opgaver	med	eleverne	S	og	C	på	
CPH	West,	at	der	ingen	udvikling	var	sket	med	de	to	elever,	der	ved	forløbets	begyndelse	var	
på	samme	niveau	som	eleverne	på	OTG.	Matematiseringsforløbet	havde	altså	haft	en	effekt.
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Detektionstest	3	
I	dette	denne	del	har	vi,	som	i	de	tidligere,	anvendt	en	test,	her	kaldet	detektionstest	3.	Testen	
er	udarbejdet	af	Mogens	Niss	og	Uffe	Jankvist	med	det	formål,	at	kunne	vurdere	elevernes	
evne	til	at	modellere.	Der	var	oprindeligt	13	spørgsmål,	men	vi	tilføjede	et	ekstra	for	at	
undersøge	elevernes	evne	til	at	vurdere	rækkevidde	for	og	validering	af	modellen.	
Spørgsmålene	i	testen	var	meget	forskellige,	men	alle	spørgsmål	tog	udgangspunkt	i	
hverdagssituationer.	Man	forventede	derfor	et	vist	forhåndskendskab	til	problemstillingerne,	
og	dette	ville	hjælpe	eleverne	med	at	svare	på	spørgsmålene.	Det	viste	sig	dog,	at	for	mange	
elever	gav	det	ikke	nødvendigvis	en	afklaring	på	spørgsmålet.	En	større	gruppe	elever	havde	
svært	ved	at	finde	matematikken	i	opgaverne	og	brugte	mere	deres	intuition	end	
matematikken,	når	de	svarede.	De	havde	endvidere	svært	ved	at	begrunde	svaret.	
Vi	bemærkede,	at	i	de	spørgsmål	(3,	6,	8	og	12)	hvor	eleverne	skulle	forholde	sig	til	to	
modeller,	gik	det	ofte	galt.	Derimod	var	der	andre	spørgsmål	(9,10	og	13),	hvor	der	var	indsat	
grafiske	illustrationer,	og	her	var	eleverne	i	langt	større	udstrækning	i	stand	til	at	svare	
korrekt	‐	endda	med	en	begrundelse.	Man	kan	derfor	overveje,	om	flere	opgaver	i	testen	kan	
illustreres,	eller	om	man	i	opgaven	kan	bede	eleverne	lave	en	illustration,	som	kan	bringe	dem	
på	vej	mod	en	besvarelse.	
Nogle	af	de	elever,	der	klarer	sig	dårligt,	var	ikke	er	i	stand	til	at	læse	og	forstå	en	længere	
tekst.	Dette	sås	tydeligst	i	spørgsmål	12,	som	er	meget	langt	og	svært	forståelig.	Her	var	der	
mange,	som	helt	undlod	at	svare	på	spørgsmålet.	Man	skal	derfor	i	en	sådan	test	være	klar	
over,	at	det	ikke	nødvendigvis	er	matematikken	man	tester.	Nogle	elever	kommer	aldrig	
dertil!	
Testresultaterne	tydede	på,	at	svage	elever	har	problemer	overalt	i	modelleringscyklussen.	
For	middeleleverne	er	det	primært	indenfor	præmatematisering	og	matematisering,	der	er	
vanskeligheder.	Vi	skal	dog	være	opmærksomme	på,	at	ikke	alle	delprocesser	er	lige	vel	
repræsenteret	Vi	vil	foreslå,	at	der	tilføjes	et	par	opgaver	der	inddrager	validering	og	
rækkevidde	af	modeller.	
Konklusionen	er,	at	detektionstest	3	bestemt	er	et	redskab,	der	kan	benyttes	til	at	identificere	
elever,	som	har	problemer	med	at	modellere	i	matematik.	Testen	giver	endvidere	en	
indikation	af,	hvor	i	modelleringscyklussen	det	går	galt.	
Læringsfindings	
Arbejdet	med	projektet	har	haft	stor	betydning	for	vores	fremtidige	virke	såvel	som	
matematikvejleder	som	underviser.	
Vejlederrollen	
Det	er	vores	opfattelse,	at	vi	som	matematikvejleder	ikke	vil	få	henvist	elever,	som	har	
problemer	med	deres	modelleringskompetence,	ligesom	vi	ikke	får	elever,	der	har	problemer	
med	deres	ræsonnementskompetence.	Men	som	vi	kan	se	i	sammenstillingen	af	de	tre	
detektionsstests,	vil	de	elever,	der	har	svært	ved	modellering	ofte	også	have	problemer	med	
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både	ræsonnementer	og	algebra.	Vi	bør	derfor	indtænke	såvel	brug	af	ræsonnementer	som	
modellering	i	arbejdet	med	de	elever,	der	bliver	henvist	til	en	matematikvejleder	med	
problemer	indenfor	algebra	og	talforståelse.	Vi	ved	nu,	at	disse	elever	ofte	vil	have	generelle	
problemer	i	matematik.	Dette	skal	undersøges	i	diagnosticeringsfasen,	så	der	kan	sættes	ind	
på	flere	felter	for	at	hjælpe	dem.	Vi	ser,	at	nogle	af	de	svage	elever	samtidig	har	problemer	
med	deres	læse‐	og	skrivefærdigheder	og	derfor	bør	hjælpes	af	en	læse‐	og	skrivevejleder	
samtidig.	For	de	elever,	som	kun	har	problemer	med	at	læse	en	tekst	med	matematisk	
indhold,	vil	det	være	matematikvejlederen,	der	skal	inddrages	for	at	hjælpe	med	teknikker	til	
at	få	trukket	de	(i	matematik)	vigtige	informationer	ud	af	teksten.	
Som	vi	har	set,	er	modellering	noget,	der	ikke	kommer	af	sig	selv,	men	kræver	systematisk	
arbejde.	Vi	vil	foreslå,	at	alle	klasser	testes	indenfor	modellering	og	på	baggrund	af	resultatet,	
bør	læreren	eventuelt	igangsætte	et	forløb,	der	kan	afhjælpe	identificerede	problemer.	Her	
kan	matematikvejlederen	eventuelt	være	behjælpelig	med	inspiration.	I	de	klasser,	hvor	der	
kun	er	få	elever	med	vanskeligheder	i	modellering,	vil	vejlederen	kunne	foretage	en	egentlig	
diagnose	og	intervention	overfor	de	svage	elever.	
Didaktiske	konsekvenser	
Ovenstående	betragtninger	vedrører	direkte	vores	kommende	virke	som	matematikvejledere.	
Men	herudover	har	projektet	også	afdækket	aspekter	af	underviserrollen,	som	vi	ikke	
tidligere	var	bevidste	om	og	som	bør	undersøges	yderligere.	En	udfoldning	af	disse	aspekter	
vil	føre	til	didaktiske	konsekvenser	for	den	måde,	vi	planlægger	og	udfører	undervisningen	
på.	
Vi	har	set,	at	forskellige	modelleringsaktiviteter	fører	til	opnåelse	af	de	faglige	mål	fx	
tankegangskompetencen,	som	det	er	svært	at	opnå	på	anden	vis.	Det	kræver	dog,	at	man	
lægger	vægt	på	de	dele	af	modelleringscyklussen,	der	understøtter	præmatematisering	og	
matematisering,	og	disse	delprocesser	opfattes	tit	som	”besværlige”	eller	”tidskrævende”,	
hvorfor	man	undgår	dem.	Ønsker	man	at	arbejde	med	(og	have	mulighed	for	at	evaluere)	
disse	faglige	mål,	må	man	altså	give	eleverne	tid	til	at	arbejde	med	disse	dele	af	
modelleringen.	
I	styredokumenterne	lægger	man	vægt	på,	at	eleverne	skal	have	medindflydelse	på	
undervisningen	både	i	forhold	til	indhold	og	arbejdsformer.	Mange	matematiklærere	finder	
det	vanskeligt	at	inddrage	eleverne	især	i	forhold	til	det	faglige	indhold.	Men	gennem	aktiv	
modelbygning	er	det	muligt,	at	inddrage	områder,	der	interesserer	eleverne	og	skaber	
motivation	for	at	opnå	de	faglige	mål.	
Som	vi	har	set,	har	underbyggelse,	begrundelse	og	argumentation	stor	betydning	såvel	i	aktiv	
modelbygning	som	i	validering	af	andres	modeller.	Validering	og	evaluering	af	modeller	
afhænger	kraftigt	af	de	begrundelser,	hvorpå	de	er	bygget.	Disse	aspekter	støtter	op	om	den	
klassiske	bevisførelse,	hvor	forudsætninger	og	begrundelser	er	en	del	af	det	underlag	
bevisførelsen	hviler	på.	I	den	daglige	undervisning	lægges	der	imidlertid	ikke	altid	vægt	på	
disse	forudsætninger,	hvis	abstrakte	natur	gør	dem	svære	for	eleverne	at	forstå.	Her	kan	
tilsvarende	overvejelser	i	forbindelse	med	modellering,	der	i	sagens	natur	er	langt	mere	
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konkret,	være	en	måde	at	få	eleverne	til	at	acceptere,	at	disse	forudsætninger	har	en	vigtig	
plads.	Der	er	derfor	flere	grunde	til	at	inddrage	alle	modelleringens	delprocesser	i	
matematikundervisningen.	
Endelig	har	vi	lært	af	de	strategier,	de	dygtige	elever	benytter.	Her	var	det	specielt	
vigtigheden	af	at	have	et	større	antal	forskellige	begrebsbilleder	at	kunne	bringe	i	spil,	der	har	
inspireret	os	i	undervisningen,	hvor	vi	er	meget	beviste	om	at	bruge	mange	og	varierede	
billeder	og	repræsentationer	af	matematiske	begreber.	
Findings	
De	væsentligste	opdagelser,	der	kan	uddrages	af	vores	arbejde	med	modellering	er:	
	
- Resultaterne	for	de	tre	detektionstests	følges	ad:	klarer	man	én	test	dårligt,	vil	man	som	
oftest	klare	de	øvrige	tests	dårligt.	
	
- Det,	der	gør	en	elev	i	stand	til	at	modellere,	afhænger	især	af	hvorvidt	man	har	en	bred	
omverdensforståelse,	er	i	besiddelse	af	mange	og	gode	matematiske	begrebsbilleder	
	
- En	veludviklet	symbol‐	og	formalismekompetence	nødvendig	for	at	kunne	udføre	ægte	
modellering.	
	
Diskussion	
Overførsel	af	dygtige	elevers	modelleringsstrategier	til	elever	
med	læringsvanskeligheder	
I	analysen	af	de	dygtige	elevers	måde	at	gribe	opgaverne	an	på,	fik	vi	hurtigt	fokus	på	deres	
brug	af	begrebsbilleder.	Dette	kan	have	afholdt	os	fra	at	bemærke	andre	strategier,	
kendetegnende	for	elever,	der	er	dygtige	til	at	modellere.	Fx	deres	måde	at	læse	en	tekst,	gribe	
opgaven	an	på,	vurdere	resultater	osv.	
Vi	observerede	også,	at	eleverne	havde	gode	symbol‐	og	formalismekompetencer,	og	at	de	var	
bevidste	og	vidende	om	den	verden,	de	lever	i.	Sidstnævnte	har	en	sammenhæng	med	
dannelse	af	begrebsbilleder.	Man	har	simpelthen	nemmere	ved	at	sætte	billeder	på	ting,	man	
ved	noget	om.	
I	de	første	dele	af	projektet	har	symbol‐	og	formalismekompetencen	også	spillet	en	stor	rolle,	
så	det	er	et	område,	vi	allerede	er	opmærksomme	på	at	inkludere	i	matematikvejledningen.	Vi	
kan	observere,	at	det	går	fremad,	men	at	det	er	et	område,	hvor	eleverne	skal	øve	sig	igen	og	
igen.	Der	imod	var	elevernes	brug	af	begrebsbilleder	noget,	vi	ikke	har	været	så	
opmærksomme	på	tidligere.	Dette	blev	derfor	et	fokuspunkt	i	vejledningen	under	denne	del	af	
projektet,	og	som	observationer	og	eksempler	fra	den	afsluttende	samtale	viser,	er	det	muligt	
at	videregive	denne	strategi	til	svage	elever	med	en	vis	succes.	Vores	erfaringer	med	de	
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dygtige	elever	får	os	til	at	overveje,	at	inddrage	deres	kompetencer	og	tilgange	til	at	arbejde	
med	modellering	som	en	del	af	undervisningen	dvs.	basere	dele	af	undervisningen	på	”peer”‐
undervisning.	I	dette	projekt	har	vi	fungeret	som	”mellemled”	mellem	de	dygtige	elever	og	
elever	med	læringsvanskeligheder,	så	brugen	af	peers	bør	undersøges	yderligere.	
	
Elevernes	brug	af	begrebsbilleder	afhænger	naturligvis	af,	at	de	har	billeder,	der	kan	
aktiveres.	Men	det	er	ikke	nok,	at	vi	blot	”giver	dem	mulighed	for”	at	danne	billeder.	Det	
kræver	også	træning.	For	dygtige	elever,	går	det	helt	af	sig	selv,	men	de	svage	skal	lære	det,	og	
dette	bør	indgå	i	den	daglige	undervisning.	Det	bør	udvikles	opgaver	og	forløb,	der	træner	
elevernes	beviste	brug	af	begrebsbilleder.	Endvidere	vil	det	være	interessant	at	undersøge	
nærmere,	om	brugen	af	begrebsbilleder	begrænser	sig	til	matematik,	eller	om	man	med	fordel	
også	kan	benytte	i	andre	fag.	
Klassebaseret	intervention	og	sociomatematiske	normer	
Vi	har	allerede	i	DEL	2	set,	at	man	vha.	en	klasses	matematikforestillinger	kan	planlægge	et	
forløb,	der	tager	udgangspunkt	i	de	identificerede	elevers	diagnoser.	Tager	man	ikke	hensyn	
til	klassens	matematikforestillinger,	og	planlægger	fx	et	gruppearbejde	med	efterfølgende	
klassediskussion	for	en	klasse,	hvor	eleverne	ikke	er	trygge	ved	hinanden,	bliver	
læringsudbyttet	ikke	så	stort.	I	dette	projekt	lod	vi	den	ene	klasse	og	dermed	også	de	
identificerede	elever	(på	OTG)	deltage	i	et	mindre	matematiseringsforløb	ved	siden	af	den	
daglige	undervisning,	mens	de	identificerede	elever	på	CPH	West	kun	modtog	vejledning	
gennem	samtaler.	Her	blev	det	meget	tydeligt,	at	der	var	meget	stor	forskel	på,	hvor	godt	
vejledningen	fungerede	idet	eleverne	på	CPH	West	stort	set	ikke	forbedrede	deres	resultater	i	
modsætning	til	eleverne	på	OTG.	Matematiseringsforløbet	bestod	af	et	kort	gruppearbejde	i	
hvert	modul	med	efterfølgende	internalisering.	Der	var	altså	ikke	tale	om	undervisning.	Heraf	
konkluderer	vi,	at	brugen	af	denne	type	af	klassebaseret	intervention	i	høj	grad	har	bidraget	
til	elevernes	succes	med	at	overkomme	læringsvanskeligheder.	
Konklusion	
Genstandsfeltet	for	denne	del	af	projektet	har	været	modellering	med	vægt	på	
præmatematisering	og	matematisering.	Ved	hjælp	af	detektionstest	3	viste	det	sig	muligt	at	
identificere,	hvorvidt	elever	var	dygtige	eller	svage	til	modellering,	og	det	var	ligeledes	muligt	
at	identificere	hvilke	delprocesser,	der	voldte	de	største	problemer.		
Vi	har	set,	at	elever,	der	er	dygtige	til	at	modellere,	har	nogle	fællestræk.	De	er	i	særlig	høj	
grad	i	stand	til	at	sætte	billeder	på	den	matematiske	virkelighed,	indenfor	hvilken	de	skal	
agere.	Disse	billeder	er	for	de	dygtige	elever	en	helt	naturlig	del	af	det	at	arbejde	med	
matematik,	og	det	er	ikke	nødvendigt	for	dem	at	anskueliggøre	dem	i	konkret	form.	Den	indre	
visualisering	er	tilstrækkelig	for	at	løse	problemet.	Disse	elever	besidder	endvidere	en	
veludviklet	symbol‐	og	formalismekompetence	og	bremses	ikke	i	problemer	med	algebra.	
De	svage	elever	har	derimod	typisk	svage	begrebsbilleder	og	skal	hjælpes	til	at	skabe	
brugbare	billeder,	der	kan	hjælpe	dem	med	at	forstå	problemet	og	behandle	det	på	fornuftig	
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vis.	Vi	havde	i	en	vis	udstrækning	held	til	at	overføre	de	dygtige	elevers	strategier	til	de	svage	
elever.	
Endelig	så	vi,	at	det	har	meget	stor	betydning,	at	en	intervention	med	samtaler	følges	op	og	
understøttes	af	et	forløb	for	hele	klassen	med	et	bestemt	fokus	indenfor	modellering.	Her	
arbejdede	vi	intensivt	med	matematisering,	men	dette	vil	kunne	erstattes	af	andre	
delprocesser	i	modelleringscyklussen.			
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Bilag	1	Detektionstest	1	
1. Giv	et	andet	udtryk	for	 121 :	
2. Giv	et	andet	udtryk	for	 233 :	
3. Betyder	 2a 	det	samme	som	 a2 	?	Ja:	_	Nej:	_		
4. Er	3 3a a ?	Ja:	_	Nej:	_		
5. Betyder	4b 	det	samme	som	4 b 	?	Ja:	_	Nej:	_		
6. Hvad	er	 ·a b
b a
?	(Hvor	hverken	 a 	eller	b 	er	0.)	
7. Er	tallet	 a 	positivt	eller	negativt,	eller	kan	det	ikke	afgøres?	Positivt:	_	Negativt:	_	
Kan	ikke	afgøres:	_		
8. Hvor	meget	er	110	%	af	85?	
9. En	vare	koster	inklusive	25	%	moms	150	kr.	Hvor	stor	en	procentdel	af	de	150	kr.	udgør	
momsen?	
10. Hvad	er	 3 2·
32
?	
11. Hvilket	tal	er	størst:	 5
9
	eller	0,6?	
12. Hvad	er	 /c d
c
?	
13. Hvilket	tal	er	størst:	13
3
	eller	13
4
?	
14. Hvad	er	0·x ?	
15. Hvad	er	0 x ?	
16. Hvad	er	
5
5
a
a
?	(Hvor	 a 	ikke	er	0.)	
17. Findes	der	nogen	værdier	af	 a ,	således	at	 2 2a a ?	Ja:	_	Nej:	_	
18. Findes	der	nogen	værdier	af	b ,	således	at	4 4b b  ?	Ja:	_	Nej:	_		
19. Om	tallene	 k 	og	 s 	ved	vi,	at	 4·
5
k s .	Isolér	 k :	
20. Hvad	er	løsningen/løsningerne	til	ligningen	3 2x x x  ?	
21. Hvad	kan	du	sige	om	de	to	tal	c	og	d	når:	7 22 109c  	og	7 22 109d   ?	
22. Hvad	kan	du	med	ord	sige	om	sammenhængen	mellem	 x 	og	 y 	når	 5y x  ?	
23. Er	 2( )f x x x  	og	 ( ) ( 1)g x x x  	lig	hinanden	eller	er	de	forskellige?	
Lig	hinanden:	_	Forskellige:	_		
24. Hvis	 ( ) 5f x  ,	er	det	så	en	funktion?	Ja:	_	Nej:	_		
25. Er	 0x 	en	løsning	til	ligningen	3 2x x x  ?	Ja:	_	Nej:	_		
26. Afrund	148,72 51,351 	til	et	helt	tal:	
27. Hvilke	af	følgende	brøker	er	lig	hinanden:	 1
4
,	 4
16
,	 4
12
,	 2
8
		
28. Opskriv	 3
20
	som	decimaltal:	
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29. Hvilken	er	sødest:	En	blanding	af	2	teskefulde	sukker	og	6	teskefulde	citronsaft	eller	en	
blanding	af	8	teskefulde	sukker	og	24	teskefulde	citronsaft?	
Den	første:	_		Den	anden:	_		Lige	søde:	_		
30. Hvilket	tal	er	størst:	0,32 	eller	0,315 ?	
31. Hvis	P 	er	antal	professorer	og	S 	er	antal	studerende,	hvad	udtrykker	følgende	ligning	da	
om	sammenhængen	mellem	antallet	af	professorer	og	antallet	af	studerende:	6·P S ?		
32. Hvornår	er	de	to	udtryk	a b c  	og	a b c  	lig	hinanden?	
33. Løs	ligningen:	 ( 3)( 5) 0x x   .	
34. Bestem	 n 	når:	4 2 5 11 3 5n      .	
35. Løs	ligningen:	3 20 64x x   .	
36. Løs	ligningen:	 6 24x  .	
37. For	hvilke	 x 	gælder:	38 72 38x x  ?	
38. Er	 1
10
	og	0,1 	det	samme?	Ja:	_	Nej:	_		
39. Er	 1
4
	og	0, 4 	det	samme?	Ja:	_	Nej:	_	
40. Ligger	 9
11
	mellem	1,0	og	1,2?	Ja:	_	Nej:	_		
41. Hvor	mange	decimaltal	er	der	mellem	 2
7
	og	 3
7
?		
42. Hvor	mange	brøker	er	der	mellem	0,65	og	0,66?	
43. Opskriv	1/ 2
1/ 4
	og	 2,1
4,1
	som	sædvanlige	brøker:	
44. Hvad	er	arealet	af	et	rektangel	med	siderne	 s 	og	 1
s
	(med	 0s  )?	Hvad	er	omkredsen?	
45. I	et	koordinatsystem	er	punkterne	med	koordinaterne	 (2, 7) 	og	 (7, 2) 	endepunkterne	af	
et	linjestykke.	Hvad	er	koordinaterne	for	linjestykkets	midtpunkt?	
46. I	et	koordinatsystem	går	der	en	ret	linje	gennem	punkterne	 (0,0) 	og	 (1,3) .	Opskriv	en	
forskrift	for	denne	linje.	
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47. Hvilke	af	figurerne	A,	B,	C,	D,	E	og	F	forestiller	funktioner?		
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
Fig.	A:	En	funktion:	_	Ikke	en	funktion:	_		
Fig.	B:	En	funktion:	_	Ikke	en	funktion:	_		
Fig.	C:	En	funktion:	_	Ikke	en	funktion:	_		
Fig.	D:	En	funktion:	_	Ikke	en	funktion:	_		
Fig.	E:	En	funktion:	_	Ikke	en	funktion:	_		
Fig.	F:	En	funktion:	_	Ikke	en	funktion:	_		
	
	
Hvis	du	har	svaret	'Ikke	en	funktion'	til	en	eller	flere	af	figurerne,	forklar	da	hvorfor	
der	ikke	er	tale	om	en	funktion.	
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48. Hvilke	hele	tal	er	der	mellem	 2 	og	3,5 ?	
49. Findes	der	et	største	tal	 a 	som	opfylder:	2 4a  ?	Ja:	_	Nej:	_		
50. Hvis	 ba  	er	så	 ab  ?	Ja:	_	Nej:	_		
51. Hvis	a b 	er	så	b a ?	Ja:	_	Nej:	_		
52. Hvis	a b 	er	så	b a ?	Ja:	_	Nej:	_		
53. Er	 1 1
1
a a
b b
   ?	Ja:	_	Nej:	_		
54. Hvad	er	 ·( 1)
·( 1)
a
b

 ?	
55. Er	 3 3
4 4
a
a
  ?	Ja:	_	Nej:	_		
56. Er	 1
1
a a
b b
  ?	Ja:	_	Nej:	_		
57. Hvad	er	 3 1
3 1
x
x

  ?	
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Bilag	2	Detektionstest	1	–	fordelt	på	kategorier	
Transformationelle	opgaver	med	talforståelse:	
1.	Giv	et	andet	udtryk	for	 121 :	
2.	Giv	et	andet	udtryk	for	 233 :	
7.	Er	tallet	 a 	positivt	eller	negativt,	eller	kan	det	ikke	afgøres?	Positivt:	_	Negativt:	_	
				Kan	ikke	afgøres:	_		
8.	Hvor	meget	er	110% 	af	85?	
9.	En	vare	koster	inklusive	25%	moms	150	kr.	Hvor	stor	en	procentdel	af	de	150	kr.	udgør	
				momsen?	
10.	Hvad	er	 3 2·
32
?	
11.	Hvilket	tal	er	størst:	 5
9
	eller	0,6?	
13.	Hvilket	tal	er	størst:	13
3
	eller	13
4
?	
26.	Afrund	148,72 51,351 	til	et	helt	tal:	
27.	Hvilke	af	følgende	brøker	er	lig	hinanden:	 1
4
,	 4
16
,	 4
12
,	 2
8
		
28.	Opskriv	 3
20
	som	decimaltal:	
29.	Hvilken	er	sødest:	En	blanding	af	2	teskefulde	sukker	og	6	teskefulde	citronsaft	eller	en	
							blanding	af	8	teskefulde	sukker	og	24	teskefulde	citronsaft?	
							Den	første:	_		Den	anden:	_		Lige	søde:	_		
30.	Hvilket	tal	er	størst:	0,32 	eller	0,315?	
38.	Er	 1
10
	og	0,1 		det	samme?	Ja:	_	Nej:	_		
39.	Er	 1
4
	og	0, 4 	det	samme?	Ja:	_	Nej:	_	
40.	Ligger	 9
11
	mellem	1,0	og	1,2?	Ja:	_	Nej:	_		
41.	Hvor	mange	decimaltal	er	der	mellem	 2
7
	og	 3
7
?		
42.	Hvor	mange	brøker	er	der	mellem	0,65	og	0,66?	
43.	Opskriv	1/ 2
1/ 4
	og	 2,1
4,1
	som	sædvanlige	brøker:	
48.	Hvilke	hele	tal	er	der	mellem	 2 	og	3,5 ?	
49.	Findes	der	et	største	tal	 a 	som	opfylder:	2 4a  ?	Ja:	_	Nej:	_		
	
Transformationelle	opgaver	med	symboler	og	matematiske	konventioner:	
3.	Betyder	 2a 	det	samme	som	 a2 ?		Ja:	_	Nej:	_		
4.	Er	3 3a a ?	Ja:	_	Nej:	_		
5.	Betyder	4b 	det	samme	som	4 b 	?	Ja:	_	Nej:	_		
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6.	Hvad	er	 ·a b
b a
?	(Hvor	hverken	 a 	eller	b 	er	0.)	
12.	Hvad	er	 /c d
c
?	
14.	Hvad	er	0·x ?	
15.	Hvad	er	0 x ?	
16.	Hvad	er	
5
5
a
a
?	(Hvor	 a 	ikke	er	0.)	
50.	Hvis	a b 	er	så	b a ?	Ja:	_	Nej:	_		
51.	Hvis	a b 	er	så	b a ?	Ja:	_	Nej:	_		
52.	Hvis	a b 	er	så	b a ?	Ja:	_	Nej:	_		
53.	Er	 1 1
1
a a
b b
   ?	Ja:	_	Nej:	_		
54.	Hvad	er	 ·( 1)
·( 1)
a
b

 ?	
55.	Er	 3 3
4 4
a
a
  ?	Ja:	_	Nej:	_		
56.	Er	 1
1
a a
b b
  ?	Ja:	_	Nej:	_		
57.	Hvad	er	 3 1
3 1
x
x

  ?	
	
Generationelle	opgaver	med	variabelsammenhæng	
22.	Hvad	kan	du	med	ord	sige	om	sammenhængen	mellem	 x 	og	 y 	når	 5y x  ?	
23.	Er	 2( )f x x x  	og	 ( ) ( 1)g x x x  	lig	hinanden	eller	er	de	forskellige?	
							Lig	hinanden:	_	Forskellige:	_		
24.	Hvis	 ( ) 5f x  ,	er	det	så	en	funktion?	Ja:	_	Nej:	_		
31.	Hvis	P 	er	antal	professorer	og	S 	er	antal	studerende,	hvad	udtrykker	følgende	ligning	da	
						om	sammenhængen	mellem	antallet	af	professorer	og	antallet	af	studerende:	6·P S ?		
44.	Hvad	er	arealet	af	et	rektangel	med	siderne	 s 	og	 1
s
	(med	 0s  )?	Hvad	er	omkredsen?	
45.	I	et	koordinatsystem	er	punkterne	med	koordinaterne	 (2, 7) 	og	 (7, 2) 	endepunkterne	
						af	et	linjestykke.	Hvad	er	koordinaterne	for	linjestykkets	midtpunkt?	
46.	I	et	koordinatsystem	går	der	en	ret	linje	gennem	punkterne	 (0,0) 	og	 (1,3) .	
						Opskriv	en	forskrift	for	denne	linje.	
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47.	Hvilke	af	figurerne	A,	B,	C,	D,	E	og	F	forestiller	funktioner?		
Fig.	A:	En	funktion:	_	Ikke	en	funktion:	_		
Fig.	B:	En	funktion:	_	Ikke	en	funktion:	_		
Fig.	C:	En	funktion:	_	Ikke	en	funktion:	_		
Fig.	D:	En	funktion:	_	Ikke	en	funktion:	_		
Fig.	E:	En	funktion:	_	Ikke	en	funktion:	_		
Fig.	F:	En	funktion:	_	Ikke	en	funktion:	_		
	
	
	
Hvis	du	har	svaret	'Ikke	en	funktion'	til	en	eller	flere	af	figurerne,	forklar	da	hvorfor	der	ikke	
er	tale	om	en	funktion.	
	
Transformationelle	opgaver	med	ligninger	
17.	Findes	der	nogen	værdier	af	 a ,	således	at	 2 2a a ?	Ja:	_	Nej:	_	
18.	Findes	der	nogen	værdier	af	b ,	således	at	4 4b b  ?	Ja:	_	Nej:	_		
19.	Om	tallene	 k 	og	 s 	ved	vi,	at	 4·
5
k s .	Isolér	 k :	
20.	Hvad	er	løsningen/løsningerne	til	ligningen	3 2x x x  ?	
21.	Hvad	kan	du	sige	om	de	to	tal	 c 	og	d 	når:	7 22 109c  	og	7 22 109d   ?	
25.	Er	 0x 	en	løsning	til	ligningen	3 2x x x  ?	Ja:	_	Nej:	_		
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32.	Hvornår	er	de	to	udtryk	a b c  	og	a b c  	lig	hinanden?	
33.	Løs	ligningen:	 ( 3)( 5) 0x x   .	
34.	Bestem	 n 	når:	4 2 5 11 3 5n      .	
35.	Løs	ligningen:	3 20 64x x   .	
36.	Løs	ligningen:	 6 24x  .	
37.	For	hvilke	 x 	gælder:	38 72 38x x  ?	
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Bilag	3	Testresultater	
Resultaterne	findes	i	den	medfølgende	Excel‐fil	‐	Bilag	3	
Forklaring:	
I	kolonne	A	ses	klassetilhørsforholdet.	De	orange	felter	markerer	de	elever,	som	lærerne	har	
peget	på	som	svage	elever.	
De	4	elever,	hvor	der	er	skrevet	med	fed	skrift,	er	dem	der	udvalgt	til	samtale/vejledning.	
I	kolonne	B	ses	kønnet.	De	blå	er	drenge	og	de	røde	er	piger.	
I	kolonnerne	C‐BH	findes	pointene	fra	testen	skrevet	ind	under	de	enkelte	delopgaver.	Opgave	
44	er	delt	i	to	dele.	”0”	betyder	at	svaret	er	forkert,	”1”	betyder	at	svaret	er	korrekt	og	et	
blankt	felt	betyder,	at	der	ikke	er	svaret	på	opgaven.	
I	kolonne	BI	ses	den	samlede	sum	af	rigtige	svar	
I	kolonne	BJ	er	den	samlede	sum	af	rigtige	svar	i	kategorien	”Symboler	og	matematiske	
konventioner”.	De	gule	markeringer	viser	de	elever,	som	har	svaret	rigtigt	på	halvdelen	eller	
mindre	end	halvdelen	af	opgaverne	inden	for	kategorien.	
I	kolonne	BK	er	den	samlede	sum	af	rigtige	svar	i	kategorien	”Talforståelse”.	De	gule	
markeringer	viser	elever,	som	har	svaret	rigtigt	på	halvdelen	eller	mindre	end	halvdelen	af	
opgaverne	inden	for	kategorien.	
I	kolonne	BL	er	den	samlede	sum	af	rigtige	svar	i	kategorien	”Ligninger”.	De	gule	markeringer	
viser	elever,	som	har	svaret	rigtigt	på	halvdelen	eller	mindre	end	halvdelen	af	opgaverne	
inden	for	kategorien.	
I	kolonne	BM	er	den	samlede	sum	af	rigtige	svar	i	kategorien	”Variabelsammenhæng”.	De	gule	
markeringer	viser	elever,	som	har	svaret	rigtigt	på	halvdelen	eller	mindre	end	halvdelen	af	
opgaverne	inden	for	kategorien.	
Den	nederste	række	i	skemaet,	række	114,	viser	hvor	mange	procent	af	eleverne,	der	har	
svaret	korrekt	på	den	enkelte	delopgave.	Opgaver,	som	mere	end	90	%	har	svaret	korrekt,	er	
angivet	med	grønt,	og	opgaver,	som	mindre	end	10	%	har	svaret	korrekt	er	vist	med	rødt.	
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Bilag	4	Uddybende	test	
1. Løs	ligningen	 146  ss 	
2. Bestem	x	så	 xx  242 	
3. Løs	ligningen	 2264 2123  xxxx 	
4. Findes	der	et	tal	t	så	 tt  325 ?		Hvilket?	
5. Findes	der	nogle	værdier	for	m	så	 23 mm  ?	Hvilke?	
6. Løs	ligningen	 042  xx .		
7. Er	x	=	3	en	løsning	til	 23 xx  ?	hvorfor?	
8. Er	2	en	løsning	til	 0121 x ?	hvorfor?	
	
Bestem	x	så	 16 21  x 	
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9. Hvilke	x	gør	ligningen	 042  xx 	sand?	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
10. Find	de	værdier	af	x	som	opfylder	at	 174221  xx 	
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11. Er	   6232  xx ?	Hvorfor?	
12. Er	  1333  xx ?	Hvorfor?	
13. Er  4242  xx ?	Hvorfor?	
14. Er	   ababa  44 ?	Hvorfor?	
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Bilag	5	Evaluerende	test	
	
Navn:	 	 	 	 Klasse:	
	
	
1. Bestem	x	så	 xx 243  	
2. Løs	ligningen	 435  ss 	
3. Hvad	er	løsningen/løsningerne	til	ligningen	 xxx 352  ?	
4. Er	x	=	0	en	løsning	til	ligningen	 052  xx ?	
5. Findes	der	et	tal	t	så	 tt 327  ?	Hvilket?	
6. Løs	ligningen	    042  xx 	
7. Bestem	n,	når	 1311524  n 	
8. Løs	ligningen	 355  x 	
9. For	hvilke	x	gælder	 xx 858  ?	
10. Hvilket	x	gør	ligningen	 032  xx 	sand?	
11. Er	   2212  xx ?	
12. Er	   33  abba ?	
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Bilag	6	Detektionstest	2	
	
Opgave	1	
I	matematik	er	ethvert	kvadrat	et	rektangel,	og	ethvert	rektangel	er	en	firkant.	Er	det	så	
korrekt,	at	enhver	firkant	er	et	kvadrat?		
Ja: ____  Nej:___   Sommetider:___   Jeg kan ikke svare: ___ 
Opgave	2	
Begrund,	at	der	ikke	findes	nogen	løsning	til	ligningen	38x	+	72	=	38x.	
Opgave	3	
Begrund,	at	ethvert	tal	er	løsning	til	ligningen	3x	‐	x	=	2x.	
Opgave	4	
Søren	siger,	at	når	man	ganger	et	tal,	a,	med	et	andet	tal,	b,	bliver	resultatet	altid	større	end	a.		
Hvilke(t)	af	følgende	svar	til	Søren	anser	du	for	korrekt(e):		
a)	Ja,	det	har	du	ret	i.		
b)	Nej,	for	hvis	man	ganger	f.eks.	4	med	½	får	vi	som	resultat	2,	der	jo	er	mindre	end	4.		
c)	For	det	meste	har	du	ret,	men	der	er	nogle	få	undtagelser.		
d)	Nej,	for	hvis	man	f.eks.	ganger	10	med	‐5	får	man	‐50,	som	jo	er	mindre	end	10.		
Opgave	5	
Det	følgende	skal	forestille	et	bevis	for	at	ethvert	tal	er	lig	med	0.		
”Vi	ser	på	et	vilkårligt	tal	a	og	sætter	b	=	a.		
Ved	at	gange	med	a	på	begge	sider	af	lighedstegnet	får	vi	ab	=	a2.	Så	kan	vi	udregne		
a(b	‐	a)	=	ab	‐	a2	=	0	(da	vi	har	ab	=	a2).		
Da	0	gange	hvad	som	helst	(f.eks.	b	‐	a	)	er	0,	er		
0	=	0∙(b	‐	a),		
som	sættes	ind	ovenfor,	så	vi	får		
a∙(b	‐	a)	=	0	=	0∙(b	‐	a).		
Nu	kan	vi	dividere	med	b	‐	a	på	begge	sider	af	lighedstegnet.	Tilbage	står	a	=	0.	Da	a	var	
vilkårligt	valgt	er	ethvert	tal	lig	med	0.”		
a)	Er	det	sandt,	at	ethvert	tal	er	lig	med	0?				Ja:___	 Nej:	___	 Jeg	kan	ikke	svare:	___		
b)	Er	det	anførte	bevis	korrekt?		 							Ja:	___	 Nej:	___	 Jeg	kan	ikke	svare:	___	
c)	Hvis	du	mener,	at	det	anførte	bevis	er	ukorrekt,	hvad	er	så	galt	med	det?		
 
Opgave	6	
Anser	du	følgende	argument	for	holdbart:	
”Det	passer	aldring,	at	(x	+	y)2	=	x2	+	y2,	for	vi	ved	jo,	at	der	altid	gælder	(x	+	y)2	=	x2	+	y2	+	2xy”	
Ja:	___	 Nej:	___	 Måske:	___	 Jeg	kan	ikke	svare:	___	
Opgave	7	
Hvorfor	er	det	forbudt	at	dividere	et	tal,	t,	med	0?	
a)	Fordi,	det	har	man	nu	engang	vedtaget.	
b)	Fordi	der	ikke	findes	noget	tal	der	ganget	0	med	giver	t.	
c)	Fordi	der	ikke	findes	noget	tal	der	ganget	med	0	giver	t,	med	mindre	t	selv	er	0,	og	så	vil	alle	
tal	kunne	bruges.	
Opgave	8	
Vurdér	følgende	ræsonnement:	
Side	160	af	242	
	
”I	2010	var	nationalproduktet	pr.	indbygger	ca.	47000	$	i	USA	og	ca.	37000	$	i	Danmark.	Taget	
under	ét	for	de	to	lande	var	nationalproduktet	pr.	indbygger	derfor	(47000+37000)/2	=	
42000	$.”	
Opgave	9	
Vi	ved,	at	en	ligning	af	formen	y	=	ax	(hvor	a	er	en	konstant)	giver	en	ret	linje	gennem	(0,	0)	i	
et	koordinatsystem.	Er	det	så	rigtigt	at	påstå,	at	enhver	ret	linje	gennem	(0,	0)	har	en	ligning	af	
formen	y	=	ax,	hvor	a	er	en	konstant?	
Ja:	___	 Nej:	___	 Jeg	kan	ikke	svare:	___	
Giv	en	kort	begrundelse	for	dit	svar.	
Opgave	10	
Lad os antage, at 80 % af gæsterne på caféer er piger/kvinder. Er det så korrekt, at 80 % af 
pigerne/kvinderne går på café?  
Ja: ___  Nej: ___  Jeg kan ikke svare: ___ 
Giv en kort begrundelse for dit svar.  
Opgave	11	
Et	dansk	folketingsmedlem	udtalte	i	en	folketingsdebat	i	1999	følgende:	
”Når	39	%	af	den	mandlige	og	30	%	af	den	kvindelige	befolkning	aldrig	kommer	på	
bibliotekerne,	vil	det	sige,	at	i	alt	69	%	af	hele	befolkningen	aldrig	kommer	på	bibliotekerne.”	
Opgave	12	
Et førstegradspolynomium er for alle tal x givet ved forskriften f(x) = ax + b, hvor ikke a er 0. Er f(x) 
= 0x ‐ 2 et førstegradspolynomium?  
Ja: ___  Nej: ___  Jeg kan ikke svare: ___  
Giv en kort begrundelse for dit svar.  
Opgave	13	
Et	kvadrat	er	et	rektangel,	hvor	alle	fire	sider	er	lige	lange.	Er	ethvert	kvadrat	et	rektangel?	
Opgave	14	
Er ethvert rektangel også et kvadrat?  
Ja: ___  Nej: ___  Jeg kan ikke svare: ___ 
Opgave	15	
Søren siger, at hvis man laver en ny cirkel ved at halvere diameteren i en cirkel, har den nye cirkel 
både halvt så stor en omkreds og halvt så stort et areal som den oprindelige. Har Søren ret? 
 
Ja: ___  Nej: ___  Jeg kan ikke svare:___ 
Giv en kort begrundelse for dit svar.  
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Opgave	16	
Susanne	siger,	at	hvis	man	laver	en	ny	terning	ved	at	fordoble	længden	af	alle	kanterne	i	en	
terning,	har	den	nye	terning	et	otte	gange	så	stort	rumfang	som	den	oprindelige.	Har	Susanne	
ret?	
Opgave	17	
En taxa i Århus tager et startgebyr på kr. 30,00 og kr. 7,30 pr. kørt kilometer. Ali skal køre 10 
kilometer med taxa i Århus og Aya skal køre 20 kilometer.  
Er det rigtigt at Aya skal betale dobbelt så meget som Ali?  
Ja: ___  Nej: ___  Jeg kan ikke svare: ___ 
Giv en kort begrundelse for dit svar.  
Opgave	18	
Aya	siger,	at	der	for	alle	reelle	tal	gælder,	at	a2		a.	Hvilket	af	følgende	værdier	af	a	kan	bruges	
til	at	vise,	at	dette	udsagn	er	falsk.	
a) a	=	‐½	
b) a	=	0	
c) a	=	1/10	
d) a	=	1	
e) a	=	0,2	
Opgave	19	
Søren	siger,	at	hvis	en	4‐sidet	figur	har	fire	lige	lange	sider,	så	er	figuren	et	kvadrat.	Hvilken	af	de	
følgende	figurer	kan	eventuelt	bruges	til	at	vise,	at	Søren	ikke	har	ret?	
	
Opgave	20	
Aya	og	Ali	betragter	tallene	3	og	11.	De	bemærker,	at	deres	sum	(3	+	11)	er	et	lige	tal,	mens	
deres	produkt	(3∙11)	er	et	ulige	tal.	
Aya	siger	”Hvis	summen	af	to	heltal	er	lige,	så	er	deres	produkt	ulige”	
Ali	siger	”	Hvis	produktet	af	to	heltal	er	ulige,	så	er	deres	sum	lige”	
Er	indholdet	i	Aya’s	og	Ali’s	udsagn	det	samme.	
Opgave	21	
Nedenstående	figur	udgør	et	bevis	for	at	en	trekants	vinkelsum	altid	er	180°,	hvilket	ses	ved	
at	trekantens	vinkelsum	er	u	+	v	+	w,	den	samme	sum	som	ved	den	øverste	linje,	hvor	
summen	klart	er	lig	180°.	
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	Har	vi	bevist	at	alle	trekanter	har	en	vinkelsum	på	180°?	Ja	Nej	Jeg	kan	ikke	svare.	
Eller	bliver	vi	nødt	til	at	måle	på	de	konkrete	trekanter,	som	vi	betragter?	Ja	Nej	Jeg	kan	ikke	
svare	
Opgave	22	
Tallet	7	er	den	mest	sandsynlige	sum	ved	kast	med	to	terninger.	Hvordan	kan	man	begrunde,	at	
det	forholder	sig	sådan?	
Opgave	23	
Vi	vil	nu	bevise,	at	en	n’te	del,	som	vi	kalder	
n
1 ,	kan	blive	så	lille	et	tal	som	det	skal	være.	
Antag,	at	der	findes	en	mindste	n’te	del,	som	vi	kalder	
N
1 hvor	N	er	et	positivt	helt	tal.	Men	
hvis	vi	nu	lægger	1	til	i	nævneren,	altså	
1
1
N ,	så	vil	der	jo	gælde,	at	 NN
1
1
1  .	Altså	må	vores	
antagelse	være	forkert,	hvilket	betyder,	at	der	ikke	findes	en	mindste	n’te	del.	
Er	du	enig	i	at	overstående	er	et	bevis	for	at	en	n’te	del	kan	blive	så	lille	som	det	skal	være?	
Ja: ___  Nej: ___  Jeg kan ikke svare: ___  
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Bilag	7	Detektionstest	2,	samlede	resultater	
kø
n 
sk
ol
e 
1  2  3  4  5a  5b  5c  6  7  8  9  10  11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21a 21b  22  23  tot
al
 
Ik
ke
 alg
eb
ra
 
Al
ge
br
a 
M  C  1  0  1  1  1  1  1  1  ½  1  1  1  1 ½ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  1  1  24  14 10
K  C  1  1  1  1  1  1  0  0  1 1  0  1  1 ½ 1 1 1 1 1 ½ 1 0 1 1  1  1  21  13 8
K  O  1  1  1  ½  1  1     1  1 1  0  1  1 1 1 1 ½ 1 1 0 0 1 1 1  1  0  20  12½ 7½
M  O  1  0  1  1  1  1  0  0  ½  1  0  1  1 1 1 1 1 1 1 ½ 1 0 1 1  1  1  20  13 7
K  O  0  1  1  1  1  1     1  ½  1  0  1  0 0 1 1 ½ ½ 1 ½ 1 1 1 1  1  1  19  11 8
M  C  1  1  1  1  1        1  1 1  0  0  0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1  1  1  19  10 9
M  O  1  1  1  1  1  1  0  0  1 ½  0  1  1 ½ 1 0 1 1 1 1 1 0 1    1  1  19  10½ 8½
K  O  1  1  1  1  1  1  1  0  ½  0  1  1  1 1 1 1 ½ 1 0 0 0 1 1  ½  1  18½  9 9½
M  O  1  1  1  1  1  1  0  1  ½  0  0  1  1 1 1 1 ½ 0 1 ½ 0 0 1 1  1  1  18½  9½ 9
M  C  1  1  1  1  1  0     1  1 0     1  1 1 1 1 0 1 1 ½ 1 0 1 1  0  1  18½  10 8½
M  C  1  1  1  1  0        1  ½  0  1  1  0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1  0  1  18½  10 8½
M  C  1  1  1  1  1  1  0  1  ½  0  0  1  0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1  1  1  18½  10 8½
M  C  1  1  1  0  1  1  0  0  ½  0  0  1  1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1  1  0  18½  12 6½
M  O  1  1  1  ½  1  1  0  0  ½  0     ½  1 1 1 1 ½ ½ 1 ½ 0 1 1 1  1  1  18  10½ 7½
K  O  1  1  1  1  1  1  0  0  ½  0  0  1  1 1 1 1 ½ ½ 1 ½ 0 0 1 1  ½  1  17½  9½ 8
K  O  1  1  1  1  0  0  0  0  1 0  1  1  1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1  ½  1  17½  10½ 7
M  O  1  1  1  1  1  1  0  0  ½  0  0  1  1 1 1 1 ½ ½ 1 ½ 0 0 1 1  ½  1  17½  9½ 8
M  C  1  1  1  ½  0        0  1 0  0  1  0 1 1 1 1 1 1 ½ 1 0 1 1  1  1  17  11 6
M  C  1  0  1  ½  1  1  0  1  ½  1  0  1  1 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1  1  0  17  11 6
M  O  1  1  1  1  0  0  0  0  1 0  0  1  1 ½ 1 1 1 0 1 ½ 1 1 1 1  1  0  17  12 5
K  C  1  1  1  1  1        0  ½  0  0  0  1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1  1  0  16½  11 5½
K  O  1  1  1  1  0  0     1  ½  1     1  ½ 0 1 ½ ½ 1 ½ 1 1 1 1  1     16½  11½ 5
M  C  1  1  0  1  1  1  0  0  ½  0  ½  1  1 1 1 1 ½ 0 1 0 0 1 1 1     1  16½  9½ 7
M  O  1  1  1  1           0  1    0  1  1 0 1 1 1 1 1 ½ 1 1 1 1  0  0  16½  12 4½
M  C  1  1  1  1  1  1  0  0  ½  1  0  1  1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0  0  1  15½  7 8½
M  C  0  ½  0  ½  1  1  0  1  ½        1  1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1  1  1  15½  9 6½
M  O  1  1  1  1  0        0  0 0  0  1  1 1 1 ½ 1 1 ½ 1 0 1 1  0  1  15  10½ 4½
K  O  1  ½  1  ½  1        0  ½  0     1  1 1 1 1 1 1 1 ½ 0 0 ½ 1  0     14½  9½ 5
M  O  1  1  1  1  0  0     0  1 0  0  1  1 1 1 0 1 0 ½ 0 1 1 1  0  1  14½  9 5½
K  O  1  1     1  0  0     0  1 0  0  1  1 1 0 1 0 0 1 ½ 1 0 1 1  1     13½  9 4½
M  C  1  1  1  1  0        0  ½  0  0  0  1 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1  1  1  13½  9 4½
K  O  1  1  1  ½  0  0  0  1  1 0  ½  1  1 0 1 ½ 0 1 ½ 0 0 1 1  0  0  13  7½ 5½
M  O  1  1  1  1  1  1  1  0  ½  0  1  1  1 0 1 ½ 0 0 0 0 0 0 0     1  13  3½ 9½
M  O  1  1  1  1  1  0     0  ½  1  0  1  0 1 1 1 0 0 0 ½ 1 0 0 1  0     13  7 6
K  O  1  1  1     1  0  0  ½  ½  1  0  1  1 0 1 ½ 0 0 ½ 0 0 1 1  ½     12½  8 4½
K  C  1  1  1  1           0  ½     0  1  0 1 0 0 ½ 1 0 1 1 1 1  0  0  12  8½ 3½
M  O  1  ½  ½  1  1  1  0  0  ½  0  0  0  1 ½ 0 1 ½ 1 ½ 0 0 1 1  0  0  12  6½ 5½
K  C  1  0  0  0  1  1  0  1  ½  0  0  0  0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1  0  1  11½  7 4½
K  O  1  1  1  0  0  0  0  1  ½     0     1 1 1 0 1 0 1 1  1  0  11½  7 4½
M  C  1  1  1  1           1  ½     0  ½  0 1 0 1 ½ 0 0 0 0 0 1 1  0  1  11½  5 6½
M  C  1  0  0  ½  1  0     1  1 1  0  1  0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1  0  0  11½  7 4½
M  C  1  0  0  1  1  0     1  ½  0  0  0  1 ½ 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1  ½     11½  7½ 4
M  C  1  0  ½  0  0        ½  ½  0  0  1  0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1  1  1  11½  9 2½
M  O  1  1  ½  ½  0  0     0  ½  0  0  0  1 1 0 1 ½ 0 1 0 0 0 1 1  1  0  11  7½ 3½
M  O  1  1  1  1  1  0     0  ½  0  0  1  ½ 0 1 0 ½ 1 0 0 0 0 0  0  1  10½  5 5½
M  C  1  1  1  ½  0        0  1 1  0  1  0 ½ 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1  0  0  10  6 4
K  C  0  1  1  ½  1  0     0  1 0  0  0  0 1 1 1 ½ 0 0 0 1 0 0 0  0  0  9  3½ 5½
K  O  1  1  0  0     0     0  1 0  ½  1  1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0        8½  5 3½
M  C  0  0  0  ½  0  0     1  ½  0  0  0  0 0 0 1 0 0 1 ½ 0 0 1 1  0  1  7  4 3½
M  C  1  0  1  ½  0        0  1 0  0  1  0 0 1 0 0 ½ 0 1 0 0 0  0  0  7  4½ 2½
K  C  0  0  0  ½  0  1  0  0  ½     ½  0  0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0  0  0  6½  3 3½
K  C  0  0  0  1  0        0  ½  0  0  0  0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1  0     5½  3 2½
M  C  1  0  0  0  0        0  1 0     1  0 0 0 0 0 1 ½ 0 0 0 0  0  1  5½  3 2½
M  O  1  1  0  0  0        0  ½  0     0  ½ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1    ½  1  5½  3 2½
87  75  73  72  54  37  4  33  65  23  11  72  58 63 61 83 37 33 81 28 52 24 82 80  45  54 
Du	gule	felter	er	der,	hvor	mindre	en	50	%	af	svarene	er	korrekt.	De	røde	felter	er	der,	hvor	eleverne	har	klaret	
sig	dårligst,	dvs.	de	samlet	har	opnået	mindre	end	40	%	af	pointene	i	den	opgave.	C	=	CPH	West,	O	=	Odense	
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Bilag	8	Taksonomi	ifm.	Bevisskemaer	
	
Be
gr
eb
sf
or
st
åe
ls
e/
læ
ri
ng
sn
iv
ea
u	
ins
tru
me
nte
l	fo
rst
åel
se	
(Sk
em
p,	1
97
6)	
int
ern
ali
ser
ing
	(S
far
d,	1
99
1)	
	 	 k
on
de
nse
rin
g	(
Sfa
rd,
	19
91
)	
em
pir
isk
	ab
str
ati
on
	(M
itc
he
lm
ore
,	
Wh
ite
,	20
04
)	
stæ
rke
	be
gre
bsb
ille
de
r	o
g	s
vag
e	
be
gre
bsd
efi
nit
ion
er	
(Ta
ll	o
g	V
inn
er,
	
19
81
)	
rel
ati
on
el	f
ors
tåe
lse
	(S
ke
mp
,	19
76
)	
rei
fik
ati
on
	(S
far
d,	1
99
1)	
ma
tem
ati
sk	
ab
str
ak
tio
n	(
Mi
tch
elm
ore
,	
Wh
ite
,	20
04
)	
	 lo
gis
k	f
ors
tåe
lse
	(S
ke
mp
,	19
76
)	
for
me
l	fo
rst
åel
se	
(Sk
em
p,	1
97
6)	
ha
r	ik
ke
	be
ho
v	f
or	
stæ
rke
	
be
gre
bsb
ille
de
r	m
en
	ka
n	a
rbe
jde
	
ab
str
ak
t	(T
all
	og
	Vi
nn
er,
	19
81
)	
	
Be
sk
ri
ve
ls
e	
er	
afh
æn
gig
	af
	hv
ad
	bo
gen
	ell
er	
en
	læ
rer
	fo
rtæ
lle
r	
be
ste
mt
e	r
am
me
r	s
ka
l	væ
re	
til	
ste
de
	i	f
x	e
n	s
ær
lig
	op
skr
ivn
ing
en
	
lav
er	
egn
e	a
lge
bra
isk
e	r
egl
er	
evi
de
ns	
fra
	ek
sem
ple
r	
(ek
sem
pe
l),	
må
lin
ger
,	
ind
sæ
tte
lse
	af
	ta
l	i	u
dtr
yk
	
nå
r	m
an
	um
idd
elb
art
	(in
tui
tiv
t?)
	
for
stå
r	n
og
et,
	og
	ik
ke
	se
r	
nø
dv
en
dig
he
de
n	a
f	a
t	
arg
um
en
ter
e	f
or	
de
t	
gen
era
lise
rin
g	d
vs.
	”fo
r	a
lle
”,	
for
stå
els
e	f
or	
log
ik,
	se
r	h
va
d	d
er	
er	
san
dt	
for
stå
els
e	f
or	
hv
or
fo
r	n
og
et	
er	
san
dt	
en
hv
er	
be
vis
før
els
e	s
tar
ter
	m
ed
	
acc
ep
ter
ed
e	
pri
nci
pp
er/
res
ult
ate
r	
	 au
tor
itæ
rt	
rit
ue
lt	
ikk
e‐r
efe
rer
en
de
	
sym
bo
lsk
	
ind
uk
tiv
t	
erk
en
de
lse
sm
æs
sig
t	
tra
nsf
orm
ati
on
elt
	
ka
usa
lt	
ak
sio
ma
tis
k	
Ti
te
l2
0 	
Yd
re
	
ov
er
be
vi
sn
in
g	
	 	 Em
pi
ri
sk
	
	 De
du
kt
iv
t	
	 	
	
	
																																																								
20	Fra	Harel	og	Sowder	
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Bilag	9	Skabelon	til	transskriptionsskemaer	
	
Den	tankegang	der	ligger	bag	dette	semesters	tema	er,	at	matematiske	ræsonnementer	angår	
retfærdiggørelsen	af	matematiske	påstande	af	enhver	art,	ikke	kun	påstande	der	bliver	
ophøjet	til	”sætninger”	i	en	lærebog.	For	alle	opgaverne	er	ræsonnementsindholdet	lokaliseret	
mindst	tre	steder,	der	alle	rummer	krav	og	dermed	potentielle	vanskeligheder:	
	
(1)	i	forståelsen	af	opgaveformuleringens	logik;	enhver	opgaveformulering	har	en	logisk	
struktur,	som	skal	afkodes,	uanset	hvad	opgaven	konkret	handler	om	
(2)	i	behandlingen	af	den	matematiske	substans	i	opgaven;	det	drejer	sig	om	ræsonnementer	
der	ikke	er	rent	analytisk‐logiske,	men	knytter	sig	til	reglerne	for	omgang	med	den	
matematiske	substans	der	er	på	færde	i	opgaven	
(3)	i	den	logiske	struktur	i	de	ræsonnementer	der	skal	benyttes	i	opgavebehandlingen;	uanset	
hvordan	opgaven	konkret	løses,	er	der	en	logisk	struktur	for	gangen	i	løsningen.	
	
Det	skal	understreges	at	de	tre	slags	ræsonnementsindhold	i	nogle	tilfælde	kan	være	så	
sammenvævede,	at	det	kan	være	svært	at	skille	dem	ad.	
	
Vi	valgte	at	udarbejde	et	skema	for	hvert	udvalgt	spørgsmål	og	indskrive	kommentarer	fra	
Mogens	Niss	til	hvert	enkelt	spørgsmål.	Efterfølgende	kunne	vi	bedre	diagnosticere	vores	
elever.	
	
Spørgsmål	6:	
Anser	du	følgende	argument	for	holdbart:	
”Det	passer	aldring,	at	(x	+	y)2	=	x2	+	y2,	for	vi	ved	jo,	at	der	altid	gælder	(x	+	y)2	=	x2	+	y2	+	2xy”
(1)	Man	skal	forstå,	at	man	anmodes	om	at	evaluere	et	argument	for,	at	en	negativ	
universalpåstand	(”det	passer	aldrig”)	følger	af	et	kendt	universalresultat	(”det	gælder	altid”),	
som	er	en	identitet.	
(2)	Ræsonnementets	matematiske	substans	er	elementær	algebra.	
(3)	Den	logiske	struktur	i	opgaveløsningen	er,	at	det	forhold,	at	de	to	højresider	har	forskellig	
form,	ikke	forhindrer,	at	de	i	nogle	tilfælde	(nemlig	præcis	hvis	x	eller	y	er	0)	kan	have	samme	
værdi.	
	
	
Ovenstående	viser	et	eksempel	på	vores	skemaer.	
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Bilag	10	Spørgeskema,	matematikopfattelse	
	 Matematikforestilling	 Enig	 Uenig Tja	
1	 Jeg	er	sikker	på,	at	jeg	vil	klare	mig	godt	i	matematik	 19	 1	 7	
2	 Når	jeg	arbejder	hård,	kan	jeg	forstå,	det	vi	laver	i	matematik	 23	 	 4	
3*	 Matematik	handler	mest	om	at	huske	 10	(9/11)	 10(10/9) 7(5/8)	
4	 Gruppearbejde	gør	det	nemmere	at	forstå	matematikken	 16	 2	 9	
5	 Matematik	er	et	vigtigt	fag	 27	 	 	
6*	 Det	jeg	lærer	i	matematik,	kan	jeg	bruge	i	andre	fag	 25	 	 2	
7*	 Matematik	gør	det	nemmere	at	forstå	den	verden	jeg	lever	i	 10	 3	 14	
8	 Matematik	udvikler	sig	hele	tiden,	og	man	opdager	stadig	nye	ting	 18	 	 9	
9	 Alle	kan	lære	matematik	 21	 2	 4	
10	 At	lave	fejl,	er	en	del	af	at	lære	matematik	 27	 	 	
11	 Man	kan	ofte	finde	den	rigtige	løsning	på	flere	forskellige	måder	 24	 1	 2	
12*	 De,	der	er	gode	til	matematik	kan	løse	enhver	opgave	på	få	minutter	 	 16	 11	
13	 Matematik	handler	mest	om	tal	og	beregninger	 12	(8/10)	 4(7/12) 11(9/5)	
14	 Det	kræver	hårdt	arbejde	at	lære	matematik	 25	 	 2	
15	 Man	lærer	bedst	matematik	ved	at	løse	opgaver	 19	(11/16)	 1(2/4)	 7(11/8)	
16	 Min	familie	støtter	mig	i,	at	jeg	skal	lære	matematik	 22	 1	 4	
17*	 Der	er	kun	én	måde	at	komme	frem	til	et	korrekt	svar	på,	og	for	det	meste	er	det	vha.	en	regel	som	læreren	lige	har	vist	os 4	 17	 6	
18*	 Matematikopgaver	har	et	og	kun	et	rigtigt	svar	 5	 17	 5	
19	 Hvis	jeg	ikke	straks	ved,	hvordan	jeg	skal	lave	en	opgave,	kan det	ikke	betale	sig	at	bruge	lang	tid	på	den		 2	 22	 3	
20	 Det	er	ikke	nødvendigt	at	forstå	beviserne	for	at	kunne	lave	opgaverne	 13	(12/12)	 6(8/10) 8(4/7)	
21	 Når	jeg	har	forstået	beviset	for	en	regel,	er	det	nemmere	at	bruge	den,	når	jeg	laver	opgaver 24	 2	 1	
22	 Matematiske	ræsonnementer	er	meget	svære	at	følge	 5	(4/12)	 3(5/4)	 19(15/12)	
23	 Selvom	man	beviser	noget	ved	at	regne	med	bogstaver,	er	det	ikke	sikkert,	at	det	gælder	for	alle	tal	
7	
(7/18)	
16	
(16/8)
4	
(1/2)	
24	 Vi	laver	mest	beviser	i	matematik,	fordi	matematiklærere	synes,	det	er	meget	vigtigt		 12	 8	 7	
25	 Vi	bruger	kun	matematiske	ræsonnementer,	når	vi	skal	bevise	noget		 6	(12/13)	 4(8/10) 18(4/4)	
25*	 ”Rigtig	matematik”	laver	man	alene	 2	 16	 9	
27	 Når	man	løser	opgaver,	skal	man	sommetider	bruge	matematiske	ræsonnementer.	
20	
(21/21)	
0	
(1/4)	
7	
(2/3)	
Forestillinger	om	matematik	 	 Tal	i	(	)	angiver	resultatet	efter	undervisningsforløbet	
Forestillinger	om	personen	 	 (antal	fra	OTG/antal	fra	CPH	West)	
Forestillinger	om	den	sociale	kontekst	
Side	167	af	242	
	
Bilag	11	Opgaver	i	ræsonnementer	
Ræsonnementer	i	matematik.	
I	denne	uge	skal	vi	arbejde	med	ræsonnementer	i	matematik.	Det	betyder,	at	vi	skal	stille	
spørgsmål	som:	
	
	
 Hvornår	har	vi	vist	en	påstand?	
 Er	det	fx	nok	at	vise,	at	påstanden	er	rigtig	
i	10	tilfælde?	
 Er	det	godt	nok,	hvis	man	ikke	kan	finde	
nogen	tilfælde,	hvor	det	går	galt?	
 Hvad	forstår	man	ved	et	modeksempel?	
 Falder	det	hele	til	jorden,	hvis	vi	finder	
bare	ét	modeksempel?	
	
	
	
De	resultater	I	når	frem	til,	kan	man	
selvfølgelig	enten	finde	i	en	bog	eller	google	
og	finde	på	nettet.	Det	er	imidlertid	ikke	det,	
projektet	går	ud	på…	Faktisk	er	jeres	
diskussioner	og	argumenter	undervejs	meget	
vigtigere,	end	om	I	lige	præcis	når	frem	til	det	korrekte	matematiske	bevis.	Derfor	vil	jeg	
bede	jer	lade	være	med	at	gå	på	nettet	eller	finde	svarene	i	jeres	matematikbog,	mens	I	
arbejder	med	disse	opgaver		
	
Euklid	
Vi	starter	med	de	gamle	grækere…	Grækerne	var	de	første,	der	indførte	beviset,	som	vi	kender	
det	i	dag,	og	den	person,	der	lagde	grundlaget	for	hele	den	klassiske	geometri	var	Euklid.	(ca.	
300	år	f.	kr.	
Euklids	13	Elementer	(bøger)	anses	for	at	være	den	mest	succesfulde	lærebog,	der	
nogensinde	er	skrevet.	Det	var	en	af	de	første	bøger,	der	blev	trykt	og	er	kun	overgået	af	
Bibelen	i	antal	forskellige	udgivelser	(der	er	over	tusind	forskellige).		
	
Som	udgangspunkt	opstillede	Euklid	en	række	antagelser:	postulaterne	og	
aksiomerne.	Postulaterne	var	"de	geometriske	aksiomer",	mens	aksiomerne	var	almindelige	
begreber/slutningsregler.		Disse	antagelser	er	forudsætningerne	for	al	den	matematik	vi	
arbejder	med.	
P1:	Der	kan	trækkes	en	ret	linje	fra	et	hvilket	som	helst	punkt	til	et	hvilket	som	helst	andet	
punkt. 	
P2:	En	begrænset	ret	linje	kan	forlænges	i	ret	linje	uden	afbrydelse. 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P3:	Der	kan	tegnes	en	cirkel	med	et	hvilket	som	helst	centrum	og	en	hvilken	som	helst	afstand	
som	radius. 	
P4:	Alle	rette	vinkler	er	lige	store. 	
P5:	Hvis	en	ret	linje	skærer	to	rette	linjer,	og	de	indvendige	vinkler	på	samme	side	tilsammen	
er	mindre	end	to	rette,	så	mødes	de	to	linjer	hvis	de	forlænges	ubegrænset,	på	den	side	hvor	
de	to	vinkler	ligger	som	er	mindre	end	de	to	rette.	
	
Dette	5.	postulat	kaldes	også	for	parallelpostulatet	og	man	kan	vise	at	det	er	ækvivalent	med	
følgende:	
Hvis	to	parallelle	linjer	skæres	af	en	tredje,	så	vil	ensliggende	vinkler	være	lige	store.	Dvs.	på	
figuren	herunder	vil	v	=	w	
		
A1:	Størrelser	som	er	lig	en	og	samme	tredje,	er	indbyrdes	lige	store. 	
A2:	Hvis	lige	store	størrelser	lægges	til	lige	store	størrelser,	er	summerne	lige	store. 	
A3:	Hvis	lige	store	størrelser	trækkes	fra	lige	store	størrelser,	er	resterne	lige	store. 	
A4:	Hvis	ulige	store	størrelser	lægges	til	lige	store	er	summerne	ulige	store.	
A5:	De	dobbelte	af	samme	størrelse	er	lige	store. 	
A6:	De	halve	af	den	samme	størrelse	er	lige	store. 	
A7:	Størrelser	der	kan	dække	hinanden	er	lige	store. 	
A8:	Det	hele	er	større	end	en	del	af	det. 	
A9:	To	rette	linjer	kan	ikke	indeslutte	en	flade.	
Det	direkte	bevis	
Først	kigger	vi	på	en	bestem	måde	at	bevise	en	påstand	på.	Det	kaldes	et	direkte	bevis.	Fidusen	
er,	at	hvis	man	ved	at	noget	bestem	gælder,	så	kan	man	deraf	slutte,	at	noget	andet	også	
gælder:	
Hvis	A	så	B	eller	skrevet	med	symboler	 BA 	(A	medfører	B).	
Somme	tider	kan	man	også	slutte	den	anden	vej:	Hvis	B	så	A	( AB ).	MEN	DET	ER	VIGTIG	AT	
BEMÆRKE	AT	DET	ER	TO	HELT	FORSKELLIGE	TING.	Det	er	følgende	et	eksempel	på:	
Hvis	man	går	på	OTG	så	er	man	htx’er	
Derimod	er	det	ikke	nødvendigvis	sandt,	at	hvis	man	er	htx’er	så	går	man	på	OTG.	
I	eksemplet	er	A:	”man	går	på	OTG”	og	B:	”man	er	htx’er”,	og	der	gælder	
BA 	men	 AB 		
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Når	der	både	gælder	at	 BA og AB skriver	man	 BA 			
De	to	udsagn	er	ækvivalente	dvs.	at	de	udtrykker	præcis	det	sammen.	Man	siger	også		
A	gælder	hvis	og	kun	hvis	B	gælder	
	
	I	den	første	opgave	ser	vi	på	et	eksempel	på	et	direkte	bevis,	der	gælder	både	den	ene	vej	og	
den	anden	vej,	men	hvor	man	bruger	forskellige	ræsonnementer	afhængigt	af,	hvilken	vej	man	
går.	
I	skal	forklare	hvilke	ræsonnementer,	der	er	brugt	for	at	komme	fra	linje	til	linje,	og	hvorfor	
man	kan	bruge	hvert	ræsonnement.	To	af	forklaringerne	er	skrevet	op,	for	at	vise	eksempler	
på	hvilke	typer	ræsonnementer,	der	er	tale	om.	
Opgave	1	
Vi	skal	vise	følgende		
Sætning	
Lad	ABC	være	en	retvinklet	trekant,	hvor	vinkel	C	er	ret.	Da	gælder	
Trekantens	areal	er	 241 cAreal  	hvis	og	kun	hvis	 BA  	
Bevis:	
Allerførst	tegnes	en	figur,	der	viser	situationen.	Husk	hele	tiden,	at	de	bogstaver	vi	regner	med	
bare	er	navne	for	sider	og	vinkler	i	trekanten,	som	vist	på	jeres	figur.	
Vi	starter	med	at	vise,	at	hvis	trekantens	areal	er	 241 c 	så	vil	vinklerne	A	og	B	være	lige	store.	
Antag	 241 cAreal  	
1. 222 cba  	 Da	trekanten	er	retvinklet	gælder	Pythagoras	sætning	
2.  2241 baAreal  	
3. baAreal  21 	 Arealet	i	en	trekant	er	en	halv	højde	gange	grundlinje	
4.   baba  212241 	
5. baba  222 	
6.   02  ba 	
7. ba  	
8. BA  	
Så	går	vi	den	anden	vej	dvs.		
Antag	at	 BA  	
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1. ba  	
2. ghAreal  21 	 Arealet	i	en	trekant	er	en	halv	højde	gange	grundlinje		
3. baAreal  21 	
4. 221 aAreal  	
5. 222 cba  	 Da	trekanten	er	retvinklet	gælder	Pythagoras	sætning	
6. 222 ca  	
7. 241 cAreal  	
Hvad	har	I	vist?!	
	
I	de	følgende	opgaver	skal	I	selv	finde	frem	til	hvert	trin	i	argumentationen	og	angive	de	
tilhørende	ræsonnementer.	
Opgave	2	
Figuren	viser	hvad	man	forstår	ved	topvinkler	
	
	
	
	
Vis	på	 baggrund	af	A1	–	A3	at		
Sætning	
Topvinkler	er	lige	store	dvs.	v	=	v’	og	w	=	w’	
	
	 	
v	
v’	
w’	w	
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Opgave	3	
I	testen	havde	vi	følgende	opgave	
	Ud	fra	parallelpostulatet	og	opgave	2	skal	I	opskrive	et	udførligt	bevis	for	påstanden	om	at	
vinkelsummen	i	en	trekant	altid	er	180	grader.	Beviset	skal	være	så	godt,	at	alle	I	gruppen	kan	
fremlægge	det	for	en	af	de	andre	1.g	klasser,	der	ikke	har	haft	testen.	
	
	
Opgave	4	
Vis	at	vinkelsummen	i	en	vilkårlig	firkant	altid	er	360	grader.	
	
Nu	skal	I	selv	både	opstille	en	sætning,	og	derefter	vise	at	den	er	rigtig…	
Husk	igen	at	der	for	hvert	nyt	trin	i	argumentationskæden	skal	være	et	matematisk	
ræsonnement,	der	bygger	på	noget	man	ved	er	rigtigt.	
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Opgave	5	
1. Tegn	i	Geogebra	forskellige	n‐kanter	(en	trekant,	en	firkant,	en	femkant,	en	sekskant	osv.)	
2. Mål	hvor	mange	grader	vinkelsummen	er	i	hver	af	disse	figurer	
3. Opstil	en	hypotese	(sætning)	om	hvor	
mange	grader	vinkelsummen	er	i	en	n‐
kant.	
Sætning	
I	en	n‐kant	er	vinkelsummen	altid	…..	grader	
4. Undersøg	om	jeres	hypotese	er	sand	ved	
at	bruge	matematiske	ræsonnementer.	
Det	vil	sige:	lav	et	bevis!	
5. Overvej	om	I	har	vist	sætningen	for	alle	n‐
kanter	i	verden…	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
Og	nu	en	opgave	for	de	grupper,	der	slet	ikke	kan	holde	op	med	at	vise	geometriske	
sammenhænge		Hvis	I	ikke	har	tid,	må	I	springe	denne	opgave	over	
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Opgave	5a	
På	figurerne	herunder	kan	man	se,	hvad	der	forstås	ved		
	
centervinkel	 periferivinkel	
	
Vis	følgende		
Sætning	
En	periferivinkel	er	altid	halvt	så	stor	som	den	tilsvarende	centervinkel.	
(Tip	Tegn	både	en	centervinkel	og	en	periferivinkel,	der	spænder	over	samme	bue	ind	i	den	
samme	cirkel	og	se	på	de	tilsvarende	trekanter)	
	
Eksempler	og	modeksempler	
Sommetider	kan	det	være	svært	at	lave	et	direkte	bevis	for	en	påstand,	man	tror,	er	rigtig.	Så	
findes	der	andre	typer	beviser,	som	man	kan	prøve	sig	frem	med.	Dem	vender	vi	tilbage	til	på	
et	senere	tidspunkt.		
Men	før	vi	slutter	for	denne	gang,	tager	vi	lige	de	indledende	spørgsmål	op	igen.	I	matematik	
er	det	nemlig	sådan,	at	selv	ikke	nok	så	mange	eksempler	på,	at	en	påstand	holder,	er	nok	til	at	
vise,	at	den	er	sand.	Om	vi	så	brugte	resten	af	jeres	gymnasietid	på	at	tegne	trekanter	og	måle	
deres	vinkelsum,	og	hver	eneste	gang	finde	frem	til	at	den	var	180	grader,	så	ville	det	ikke	
være	nok	til	at	bevise	sætningen	fra	opgave	2.	Men	kunne	vi	finde	bare	en	eneste	trekant,	
hvor	vinkelsummen	ikke	gav	180	grader,	så	havde	vi	faktisk	modbevist	sætningen	–	for	så	
gælder	den	jo	ikke	altid,	og	det	skal	en	sætning	gøre!	
I	den	sidste	opgave	skal	I	ikke	lave	et	matematisk	bevis,	men	I	skal	på	baggrund	af	
nedenstående	konstruktioner	opstille	en	hypotese	og	undersøge	om	I	kan	afgøre,	om	den	er	
sand	eller	falsk.		
Opgave	6	
1. Tegn	en	cirkel	
2. afsæt	et	punkt	på	cirkelperiferien	og	bemærk,	at	der	er	netop	1	sammenhængende		
område	(hele	cirklen)		
3. afsæt	et	nyt	punkt,	forbind	de	to	punkter	med	en	korde	og	bemærk,	at	der	nu	er	2	områder		
4. afsæt	endnu	et	nyt	punkt,	forbind	dette	punkt	med	korder	til	de	forrige	2	punkter	og	
bemærk,	at	 der	er	4	områder		
5. afsæt	et	nyt	punkt	og	foretag	et	kvalificeret	gæt	på	antal	områder	inden	I	tegner	og	tæller!		
6. fortsæt	proceduren	og	foretag	hver	gang	et	kvalificeret	gæt	inden	I	kontrollerer	ved	
tegning	og	optælling 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7. Opstil	en	hypotese	om	antal	områder,	som	det	indre	at	cirklen	opdeles	i	afhængigt	af	antal	
punkter	på	periferien	
8. Hvordan	vil	I	afgøre	om	hypotesen	er	sand	og	dermed	er	en	matematisk	sætning?	
	
Periode:	 	 18.	–	22.	marts	(6	lektioner)	
Arbejdsform:	 Gruppearbejde	(se	grupperne	i	portfolien)	
Produkt:	 	Skriftlig	aflevering	af	jeres	noter	fra	timerne.	I	må	gerne	skrive	pænt	
og	udførligt	undervejs,	men	det	er	ikke	meningen,	at	I	skal	skrive	ind	
inden	i	aflevere.	Læs	det	igennem,	og	tilføj	hvad	der	mangler.	
Afslutning/opsamling:	 Tirsdag	d.	2.	april	(lige	efter	påske)	gennemgår	vi	opgaverne	samt	
besvarelserne	af	den	test	I	havde	først	på	året.	SÅ	VÆR	
FORBEREDTE	OG	SØRG	FOR	AT	LÆSE	JERES	BESVARELSE	I	
GENNEM	INDEN	TIRSDAG.	
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Bilag	12	Afsluttende	test	om	ræsonnementer	
Opgave	1	
Om	trekanterne	ABC	og	DEF	ved	vi,	at	
EB
DC
EDBC



	
Vis	at	 EFAB  	
Opgave	2	
Om	trekanterne	ABC	og	
DEF	ved	vi,	at	
EB
DC
EDBC



	
Vis	at DFAC  	
(Tip:	du	kan	måske	bruge	resultatet	fra	
opgaven	ovenfor!)	
Opgave	3	
Vis,	at	diagonalerne	i	et	rektangel	er	lige	lange.	
	(Tip:	du	kan	måske	bruge	resultatet	fra	opgaven	ovenfor!)	
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Figurerne	herunder	viser	forskellige	trekanter	
	En	ligesidet	trekant	er	en	trekant,	hvor	alle	tre	sider	er	lige	lange.	
Opgave	4	
Er	enhver	ligesidet	trekant	også	ligebenet?	
___	ja	 ___	nej	 ___	ved	ikke	
Opgave	5	
Er	enhver	ligebenet	trekant	også	ligesidet?	
___	ja	 ___	nej	 ___	ved	ikke	
Opgave	6	
En	eksponentiel	udvikling	har	forskriften	 xabxf )( hvor	a	er	et	positivt	reelt	tal	og	 a  1,	
og	hvorb 0 .	
En	eksponentialfunktion	har	forskriften	 xaxf )( med	a	beskrevet	som	ovenfor.	
Er	 xxf 32)(  en	eksponentiel	udvikling?	 ____	ja	 ___	nej	 ___ved	ikke	
Er	 xxf 4)(  	en	eksponentiel	udvikling?	 	 ____	ja	 ___	nej
	 ___ved	ikke	
Er	enhver	eksponentialfunktion	også	en	eksponentiel	udvikling?	
____	ja	 ___	nej	 ___ved	ikke	
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Opgave	7	
Mogens	påstår	at	for	alle	hele	tal	a,	b	gælder:	
Hvis	b	går	op	i	a2,	så	vil	b	gå	op	i	a.	
Hvilke	af	følgende	værdier	for	a	og	b	kan	bruges	til	at	vise,	at	Mogens	ikke	har	ret?	
1) a	=	10	 b	=	‐5	
2) a	=	10	 b	=	10	
3) a	=	10		 b	=	20	
4) a	=	‐4	 b	=	2	
5) a	=	4	 b	=	8	
Opgave	8	
Nedenfor	står	beviset	for	følgende	sætning:	
Summen	af	to	ulige	tal	er	altid	lige	
Skriv	forklaringerne	i	skemaet	
12  na 	 a	er	ulige	for	alle	heltal	n	
12  mb 	 	
   1212  mnba 	 	
222  mnba 	 	
 12  mnba 	 	
Nba  2 	 summen	af	to	ulige	tal	er	lige,	da	det	kan	skrives	op	som	2	gange	et	heltal	(her	kaldet	N)		
	
Opgave	9	
Er	det	sandt	at	summen	af	to	lige	tal	altid	er	lige?	
___	ja	 ___	nej	 ___	ved	ikke	
Vis	det!	
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Opgave	10	
 udregn	summen	af	de	2	første	ulige	tal	dvs.	1	+	3	
 udregn	summen	af	de	3	første	ulige	tal	
 udregn	summen	af	de	4	første	ulige	tal	
 udregn	summen	af	de	5	første	ulige	tal	
Se	på	resultaterne	af	de	udregnede	summer.	Der	er	tale	om	en	særlig	type	tal.	Hvilken	type?		
Opskriv	en	sætning,	der	generaliserer	det,	du	har	opdaget.	
Har	du	allerede	nu	vist	sætningen?		
eller	har	du	en	idé	til,	hvordan	man	kan	vise	den?	
	
Opgave	11	
Er	følgende	to	udsagn	ækvivalente	
(a)		Hvis	x2	er	et	ulige	tal,	så	er	x	et	ulige	tal	
(b)		Hvis	x	ikke	er	et	ulige	tal,	så	er	x2	ikke	et	ulige	tal	
___	ja	 ___	nej	 ___	ved	ikke	
	
Opgave	12	
Er	følgende	to	udsagn	ækvivalente	
(a)		Hvis	x2	er	et	ulige	tal,	så	er	x	et	ulige	tal	
(b)		Hvis	x	er	et	ulige	tal	så	er	x2	et	ulige	tal	
___	ja	 ___	nej	 ___	ved	ikke	
	
Opgave	13	
Er	følgende	to	udsagn	ækvivalente	
(a)		Hvis	x2	er	et	ulige	tal,	så	er	x	et	ulige	tal	
(b)		Hvis	x	er	et	lige	tal,	så	er	x2	et	lige	tal	
___	ja	 ___	nej	 ___	ved	ikke	
	 	
Side	179	af	242	
	
Bilag	13	Hurtigskrivningsøvelse	
Hurtigskrivningsøvelse	om	”ræsonnementer”	
På	15	minutter	skal	du	svare	så	godt	du	kan	på	følgende	spørgsmål.	
	
Hvad	forstår	du	ved	et	matematisk	argument	(ræsonnement)?	
	
	
Er	det	anderledes	at	argumentere	i	matematik	end	i	andre	fag?	Hvordan?	
	
	
Hvorfor	bruger	vi	matematiske	ræsonnementer?	
	
	
Hvordan	kan	man	vise	om	en	matematisk	påstand	er	rigtig	eller	forkert?	
	
	
	
	
	 	
Side	180	af	242	
	
Bilag	14	Transskription	af	elevsamtaler	
Interview	og	analyser	med	A	fra	OTG	
Spørgsmål	6:	
Anser	du	følgende	argument	for	holdbart:	
”Det	passer	aldrig,	at	(x	+	y)2	=	x2	+	y2,	for	vi	ved	jo,	at	der	altid	gælder	(x	+	y)2	=	x2	+	y2	+	2xy”	
Den	fundamentale	algebra	mangler.	A	mener	at	den	første	beregning	er	korrekt,	mens	den	anden	er	
forkert!	Direkte	adspurgt	om	opgaven	giver	nogen	som	helst	mening	er	svaret	”nej”.	
Efter	en	del	snak	frem	og	tilbage	kommer	A	frem	til	at	hvis	x	eller	y	er	0,	så	bliver	den	første	beregning	
rigtig	fordi	2xy‐leddet	forsvinder,	men	det	virker	forvirrende	at	enten	x2	eller	y2	ledet	også	forsvinder.	
Der	er	her	tale	om	et	ydre	overbevisnings‐skema	på	et	af	de	første	niveauer	
	
Spørgsmål	11:	
Et	dansk	folketingsmedlem	udtalte	i	en	folketingsdebat	i	1999	følgende:
”Når	39	%	af	den	mandlige	og	30	%	af	den	kvindelige	befolkning	aldrig	kommer	på	bibliotekerne,	vil	det	
sige,	at	i	alt	69	%	af	hele	befolkningen	aldrig	kommer	på	bibliotekerne.”	
A	mener	korrekt	at	det	er	forkert	sagt,	idet	man	ikke	kan	lægge	procenter	sammen:
”Det	er	kun	39	%	af	den	mandlige	befolkning	ud	af	100	%	og	det	kan	hun	aldrig	lægge	sammen	med	30	%	
af	den	kvindelige	befolkning.	Det	vil	aldrig	give	69	%	af	den	danske	befolkning.	Man	kan	ikke	lægge	
procenter	sammen,	når	de	kommer	af	forskellige	grupper.”	
Det	er	dog	tvivlsomt	om	A	ville	kunne	forstå	beregningen	i	(3).	Det	virker	som	om	hendes	forståelse	er	på	
et	mindre	konkret	niveau.	
Det	er	svært	at	placere	denne	besvarelse	i	et	af	de	mulige	bevisskemaer	
	
Spørgsmål	13:	
Et	kvadrat	er	et	rektangel,	hvor	alle	fire	sider	er	lige	lange.	Er	ethvert	kvadrat	et	rektangel?	
A	svarer	”nej”	til	spørgsmålet	fordi	”et	rektangel	kan	også	have	vidt	forskellige	sider	–	altså	sådan	2	og	2...	
Men	stadig	længere	for	at	det	ikke	bliver	et	kvadrat	for	et	kvadrat	det	er	bare	sådan	en	lille	firkant.”	
A	tegner	et	rektangel	og	et	kvadrat.	For	hende	er	et	rektangel	en	firesidet	figur	med	4	rette	vinkler,	hvor	
siderne	to	og	to	er	parallelle	og	lige	lange	men	IKKE	har	samme	længde	som	det	andet	par	sider.	Hun	
forklarer	at	sådan	har	et	rektangel	set	ud,	siden	hun	var	helt	lille.	
Hun	ved	dog	godt	hvad	definitionen	på	et	rektangel	er,	og	når	hun	bliver	spurgt	om	et	rektangel	opfylder	
betingelserne,	må	hun	overrasket	erkende	at	det	gør	det!	
A’s	problem	er,	at	hun	har	et	forkert	begrebsbillede	at	et	rektangel,	og	dette	overskygger	helt,	at	hendes	
forståelse	for	opgavens	logik.	Det	er	altså	(2)	der	er	det	primære	problem	her.	
A	befinder	sig	stadig	på	de	ydre	overbevisnings	skema,	på	det	rituelle	niveau.	Et	rektangel	skal	se	ud	på	en	
bestem	måde	for	at	være	et	rektangel,	ude	at	man	behøver	tage	hensyn	til	den	formelle	definition.		
Spørgsmål	16:	
Susanne	siger,	at	hvis	man	laver	en	ny	terning	ved	at	fordoble	længden	af	alle	kanterne	i	en	terning,	har	
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den	nye	terning	et	otte	gange	så	stort	rumfang	som	den	oprindelige.	Har	Susanne	ret?
A’s	store	problem	her	er	(2)	idet	hun	overhovedet	ikke	kan	se	rumligt.	Med	hjælp	får	hun	tegnet	en	del	af	
terningen,	hvor	to	af	siderne	er	fordoblet,	men	den	tredje	side,	kan	hun	ikke	få	tegnet..	Herefter	prøver	A	
med	en	konkret	kasse,	og	hun	får	korrekt	fordoblet	hver	side.	Dog	volder	beregningerne	af	både	den	lille	
og	den	store	kasse	meget	besvær,	og	hun	kommer	aldrig	så	langt	som	til	at	se,	at	det	store	tal	er	8	gange	så	
stort	som	det	lille.	Med	hjælp	kommer	hun	igennem	det	generelle	tilfælde,	hvor	hver	side	i	en	vilkårlig	
kasse	fordobles	og	indser	at	 hblhblhbl  8))(222(222 	
A	bevæger	sig	her	på	kanten	af	det	empiriske	bevisskema,	men	prøver	kun	med	et	enkelt	eksempel,	og	kan	
ikke	fuldføre	beregningerne	pga.	manglende	regnefærdigheder.		
	
Spørgsmål	18:	
Aya	siger,	at	der	for	alle	reelle	tal	gælder,	at	a2		a.	Hvilket	af	følgende	værdier	af	a	kan	bruges	til	at	vise,	at	
dette	udsagn	er	falsk.	
a) a	=	‐½	
b) a	=	0	
c) a	=	1/10	
d) a	=	1	
e) 	a	=	0,2	
Efter	at	have	læst	opgaven	højt	må	A	erkende,	at	hun	ikke	ved,	hvad	den	handler	om.
Lærer:	”Hvad	påstår	Aya?”	
A:	”at	a2		a”	
Lærer:	”Hvad	er	det	så	du	skal	gøre	nu?”	
A:	”	Jeg	skal	vise,	at	det	godt	kan	være	forkert”	
Lærer:	”Nemlig,	du	skal	finde	nogle	modeksempler.	For	hvis	du	kan	komme	med	bare	ét	modeksempel,	så	
har	hun	ikke	ret	altid,	og	når	hun	ikke	har	ret	altid,	så	er	det	forkert,	hvad	hun	siger.	Hvordan	finder	man	
ud	af	om	det	er	rigtigt	eller	forkert,	det	hun	har	påstået?”	
A:	”Man	kan	sætte	et	tal	ind	og	se	om	det	giver	noget	forkert”	
Lærer:	”Korrekt.	Prøv	engang	at	starte	med	b)	altså	sæt	0	ind”	
A:	”02		0.	Det	er	ok”		
Lærer:	”	Kan	det	så	bruges	som	modeksempel?	
A:	”Nej”	
Lærer:	”Så	lad	os	prøve	med	‐½”	
A:	”‐½	gange	‐½…	(tøver)…	jeg	ved	ikke	om	det	giver	¼,	noget	siger	mig	at	det	giver	¼.	Så	kan	den	jo	vel	
godt	bruges,	for	¼	er	mindre	end	½”	
Lærer:	”Prøv	at	skrive	det	op,	og	husk	fortegnene!”	
A:	”Nå,	nej.	¼		‐½.	Øv”	
Lærer:	”Prøv	nu	den	næste.	1/10”	
A:	”Ah,	de	brøker	der…	(1/10)2,	vildt	gæt:	2/10.”	(Lidt	snak	om	brøkregneregler)		
Lærer:	”(1/10)2	=	12	delt	med	102.	Hvad	giver	det?”	
A:	”1/100”	
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Lærer:	”Så	sætter	du	ind	igen…”	
A:	”1/100		1/10.	Det	er	forkert,	så	det	kan	bruges!”	
Lærer:	”Nemlig.	Lad	os	lige	prøve	de	sidste	2.”	
d)	klares	uden	problemer,	men	e)	kræver	en	del	forklaring	på	hvorfor	0,22	=	0,04.	Herefter	ser	A	
umiddelbart	at	dette	også	er	et	modeksempel,	og	at	Aya	derfor	ikke	har	ret	i	sin	påstand.	
Ganske	hurtigt	gennemskuer	A,	hvad	opgaven	handler	om.	Her	er	det	udelukkende	manglende	
regnefærdigheder,	der	bremser	hende,	efter	hun	med	et	ganske	lille	puf,	har	fået	hul	på	opgaven.	
Vi	befinder	os	stadig	på	grænsen	mellem	et	ydre	overbevisningsskema	og	et	empirisk	skema.	
	
Spørgsmål	20:	
Aya	og	Ali	betragter	tallene	3	og	11.	De	bemærker,	at	deres	sum	(3	+	11)	er	et	lige	tal,	mens	deres	produkt	
(3∙11)	er	et	ulige	tal.	
Aya	siger	”Hvis	summen	af	to	heltal	er	lige,	så	er	deres	produkt	ulige”	
Ali	siger	”	Hvis	produktet	af	to	heltal	er	ulige,	så	er	deres	sum	lige”	
Er	indholdet	i	Aya’s	og	Ali’s	udsagn	det	samme.	
A	læser	opgaven	op	og	siger	derefter:	”De	siger	vel	nøjagtig	det	samme	på	et	eller	andet	plan?”	
Lærer:	”Hvad	er	det	Aya	forudsætter,	og	hvad	påstår	hun	følger	af	denne	forudsætning?	og	hvad	er	det	Ali	
forudsætter	og	hvad	påstår	han?	Lad	os	starte	med	Aya.”	
	A:	”Hvis	vi	har	to	ulige	tal	og	plusser	dem	sammen,	så	giver	de	et	lige	tal”	
Lærer:	”Er	der	nogen	steder,	der	står,	at	tallene	skal	være	lige	eller	ulige	på	forhånd?”	
A:	”Nej.”	
Lærer:	”Nej,	så	det	kan	du	ikke	antage.	Men	hvad	er	det	hun	siger?	prøv	en	gang	til!”	
A:	”Summen	af	to	hele	tal	er	lige,	hvis	de	bliver	plusset	sammen…	men	så	hvis	de	bliver	ganget	sammen,	så	
bliver	det	ulige.”	
(Diskussion	af	hvordan	eksemplet	hænger	sammen	med	Aya’s	udsagn)	
Lærer:	”Hvad	siger	Ali	så?”	
A:	”Hvis	man	ganger	to	hele	tal,	og	det	er	ulige,	så	hvis	man	plusser	dem,	så	vil	det	blive	lige”	
(Snak	om	eksemplets	sammenhæng	med	Ali’s	udsagn)	
Lærer:	”Og	er	det	så	nøjagtigt	det	samme	de	siger	de	to?”	
A:	”Jamen	de	siger	jo	på	hver	deres	måde	det	samme.”		
Der	afsluttes	med	en	snak	om	at	A	=>	B	ikke	er	det	samme	som	B	=>	A.	Efter	en	del	taleksempler	får	A	en	
forståelse	for	at	Aya’s	udsagn	må	være	forkert,	idet	der	er	modeksempler,	men	at	noget	tyder	på	at	Ali	har	
ret.	Der	kan	i	hvert	fald	ikke	findes	modeksempler.	Hvis	det	er	sådan	kan	de	to	ikke	sige	det	samme	
alligevel.	
A	forstår	ikke	at	der	fremsættes	to	implikationer	og	at	de	er	forskellige.	Ikke	engang	sammenhængen	med	
de	konkrete	eksempler	står	klart.	Eleven	har	her	et	ydre	refererende	bevisskema	på	autoritært	niveau.		
Spørgsmål	21:	
Nedenstående	figur	udgør	et	bevis	for	at	en	trekants	vinkelsum	altid	er	180°,	hvilket	ses	ved	at	trekantens	
vinkelsum	er	u	+	v	+	w,	den	samme	sum	som	ved	den	øverste	linje,	hvor	summen	klart	er	lig	180°.	
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Har	vi	bevist	at	alle	trekanter	har	en	vinkelsum	på	180°?	Ja	Nej	Jeg	kan	ikke	svare.
Eller	bliver	vi	nødt	til	at	måle	på	de	konkrete	trekanter,	som	vi	betragter?	Ja	Nej	Jeg	kan	ikke	svare	
Efter	første	gennemlæsning	forstår	A	atter	ikke,	hvad	opgaven	går	ud	på,	men	ved	at	dele	den	op	i	mindre	
sætninger,	går	det	rigtig	godt.	Hun	følger	fint	argumenterne	og	bemærker	selv,	at	det	ikke	er	helt	klart,	
hvorfor	de	to	u’er	og	de	to	w’er	er	ens.	På	et	spørgsmål	om,	hvorvidt	hun	nu	kan	være	sikker	på	at	en	
hvilken	som	helst	trekant	har	en	vinkelsum	på	180o,	svarer	hun	ja,	det	er	hun	sikker	på.	For	ellers	bliver	
det	ikke	en	trekant,	den	lukker	ikke	sammen.	Hun	benytter	derimod	ikke	den	sætning	hun	lige	har	vist!	
Det	er	derfor	tvivlsomt	om	eleven	forstår	(1)	hvor	i	mod	(2)	forefindes.	(3)	er	delvis	på	plads.	
Også	her	er	det	vanskeligt	at	placere	A	i	et	af	de	listede	bevisskemaer.	
	
Spørgsmål	23:	
Vi	vil	nu	bevise,	at	en	n’te	del,	som	vi	kalder	 ,	kan	blive	så	lille	et	tal	som	det	skal	være.	
Antag,	at	der	findes	en	mindste	n’te	del,	som	vi	kalder	 hvor	N	er	et	positivt	helt	tal.	Men	hvis	vi	nu	
lægger	1	til	i	nævneren,	altså	 ,	så	vil	der	jo	gælde,	at	 .	Altså	må	vores	antagelse	være	
forkert,	hvilket	betyder,	at	der	ikke	findes	en	mindste	n’te	del.	
Er	du	enig	i	at	overstående	er	et	bevis	for	at	en	n’te	del	kan	blive	så	lille	som	det	skal	være?	
Denne	opgave	forstod	A	intet	af	–	heller	ikke	efter	flere	gennemlæsninger.
	
Interview	og	analyser	med	B	fra	OTG	
Spørgsmål	6:	
Anser	du	følgende	argument	for	holdbart:	
”Det	passer	aldrig,	at	(x	+	y)2	=	x2	+	y2,	for	vi	ved	jo,	at	der	altid	gælder	(x	+	y)2	=	x2	+	y2	+	2xy”	
B	genkender	straks	kvadratsætningen,	og	at	den	er	skrevet	op	i	en	anden	rækkefølge	end	han	plejer	at	se	
den.	Den	passer	altså,	men	så	er	den	første	sætning	forkert.		
Den	logiske	struktur	i	opgaven	er	ikke	til	stede.	Der	er	tale	om	et	bevisskema	af	typen	Ydre	overbevisning	
(rituelt)	idet	eleven	genkender	en	opskrivning,	men	ikke	kommer	videre	i	argumentationen.	
	
Spørgsmål	11:	
Et	dansk	folketingsmedlem	udtalte	i	en	folketingsdebat	i	1999	følgende:
”Når	39	%	af	den	mandlige	og	30	%	af	den	kvindelige	befolkning	aldrig	kommer	på	bibliotekerne,	vil	det	sige,	at	
i	alt	69	%	af	hele	befolkningen	aldrig	kommer	på	bibliotekerne.”	
B:	”jeg	synes	det	er	en	latterlig	måde	hun	gør	det	på.	Hun	plussede	det.	Hun	plussede	det	ene	med	det	andet,	så	
gav	det	69,	og	det	passer	ikke,	fordi	når	man	siger	39	%	af	den	mandlige	befolkning	og	30	%	af	den	kvindelige,	
så	er	det	ud	af	enten	mændene	eller	kvinderne,	men	ikke	begge	dele	for	så	er	det	mange	flere,	der	er	på	spil.”	
Lærer:	”Det	er	helt	rigtigt.	Hvorfor	havde	du	slet	ikke	skrevet	noget	til	denne	opgave?”	
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B:	”Jeg	vidste	godt	hvad	jeg	ville	sige,	men	jeg	kunne	ikke	skrive	det,	og	så	troede	jeg,	at	du	ville	misforstå	mig.”
Der	var	ingen	problemer	med	denne	opgave,	der	befinder	sig	i	et	deduktivt	(transformationelt)	bevisskema.	
	
Spørgsmål	13:	
Et	kvadrat	er	et	rektangel,	hvor	alle	fire	sider	er	lige	lange.	Er	ethvert	kvadrat	et	rektangel?	
B:	”Her	tænker	jeg	på	et	kvadrat,	på	en	terning.	Alle	sider	er	lige	lange.	(Tegner	kvadrat,	hvor	alle	sider	er	1)	
Men	så	er	der	et	rektangel.	Det	er	lidt	anderledes	(tegner	rektangel	på	højkant	med	sidelængder	1	og	2).	Siderne	
overfor	hinanden	er	lige	lange.	Så	det	(peger	på	kvadratet)	kalder	jeg	et	kvadrat,	og	det	(peger	på	rektanglet)	
kalder	jeg	ikke	et	kvadrat.	Jeg	kalder	det	et	rektangel.	Så	er	spørgsmålet	er	ethvert	kvadrat	et	rektangel?	jeg	vil	
mene	nej,	for	så	vil	man	ikke	kalde	det	to	forskellige	ting.”	
Her	genkender	vi	B’s	argumentation	fra	vejledningen	i	algebra	i	efteråret.	Hvis	to	ting	har	forskellige	navne,	må	
de	være	forskellige,	ellers	ville	man	kalde	dem	det	samme.	Eleven	mangler	klasselogik.	
Der	er	tale	om	et	ydre	overbevisningsskema,	der	er	rituelt,	idet	figuren	skal	se	ud	på	en	speciel	måde	for	at	være	
at	en	bestemt	type.	
	
Spørgsmål	16:	
Susanne	siger,	at	hvis	man	laver	en	ny	terning	ved	at	fordoble	længden	af	alle	kanterne	i	en	terning,	har	den	nye	
terning	et	otte	gange	så	stort	rumfang	som	den	oprindelige.	Har	Susanne	ret?	
B	prøver	først	at	tegne	situationen.	Får	tegnet	en	terning	og	fordobler	en	ene	side.	
B:	”…	så	skal	den	fylde	8	gange	så	meget?	Jeg	ved	det	ikke.	
Lærer:	”Hvor	mange	af	siderne	har	du	fordoblet	nu,	når	du	har	tegnet	sådan	der?”	
B:	”Den	der	side	(peger).	Nåh,	jeg	skal	også	fordoble	forneden	og	bagved!	(tegner)	**indsæt	figur**	
Lærer:	”Hvor	stort	et	rumfang	har	den	der?”	
B:	”Otte.	Vi	havde	kun	en	terning.	Så	passer	det	jo!”	
Der	er	tale	om	et	empirisk	(induktivt)	bevisskema	idet	B	tegner	sig	frem,	og	ud	fra	et	enkelt	eksempel	slutter	at	
påstanden	er	korrekt.	
	
Spørgsmål	18:	
Aya	siger,	at	der	for	alle	reelle	tal	gælder,	at	a2		a.	Hvilket	af	følgende	værdier	af	a	kan	bruges	til	at	vise,	at	dette	
udsagn	er	falsk.	
a) a	=	‐½	
b) a	=	0	
c) a	=	1/10	
d) a	=	1	
e) a	=	0,2	
B:	”Hun	kommer	med	en	sætning	at	for	alle	reelle	tal	gælder,	at	a2		a.	Så	længe,	der	står	a2	er	det	altid	større	
eller	lig	med	a.	Det	kan	aldrig	være	mindre.	Det	er	det	hun	prøver	at	sige.	Og	så	skal	jeg	vise	om	det	er	sandt	
eller	falsk.	Så	jeg	har	bare	taget	det	første.	(Her	er	der	nogle	problemer	med	parenteser	og	brøker,	men	får	det	
beregnet).	Det	er	så	rigtigt”	
Lærer:	”Kan	det	så	bruges	til	at	vise,	at	Aya	ikke	har	ret?”	
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B:	”Nej,	for	det	var	jo	rigtigt.	Men	så	prøver	jeg	den	næste…	Det	er	også	rigtigt.	Så	er	der	den	næste.	Det	er	
samme	princip	hele	tiden.	(Har	problemer	med	at	gange	brøker	sammen,	men	får	til	sidst	1/100		1/10)	Det	er	
forkert.	Så	er	påstanden	forkert.	
B	har	udelukkende	problemer	med	det	regnetekniske,	men	udviser	sikkerhed	i	opgavens	og	ræsonnementets	
logik.	Er	helt	klar	over	betydningen	af	et	modeksempel.		
På	grænsen	mellem	et	empirisk	induktivt	og	et	deduktivt	transformationelt	bevisskema	idet	forståelsen	for	
eksempel/modeksempel	er	tydelig	
	
Spørgsmål	20:	
Aya	og	Ali	betragter	tallene	3	og	11.	De	bemærker,	at	deres	sum	(3	+	11)	er	et	lige	tal,	mens	deres	produkt	
(3∙11)	er	et	ulige	tal.	
Aya	siger	”Hvis	summen	af	to	heltal	er	lige,	så	er	deres	produkt	ulige”	
Ali	siger	”	Hvis	produktet	af	to	heltal	er	ulige,	så	er	deres	sum	lige”	
Er	indholdet	i	Aya’s	og	Ali’s	udsagn	det	samme.	
B	svarer	ikke	umiddelbart	på	spørgsmålet.	Vil	i	stedet	for	kigge	på	nogle	eksempler.	
B:	”2+2=4,	men	hun	mener,	at	det	skal	være	lige.”	
Lærer:	”Hvad	skal	være	lige?”		
B	peger	på	4‐tallet.	
Lærer:	”Men	det	er	jo	en	sum.	Det	skal	være	produktet,	der	skal	være	lige”	
B	forstår	ikke	hvad	der	skal	gøres,	men	kan	dog	godt	svare	på,	hvad	et	produkt	er.	
Lærer:	”	Hvis	summen	af	to	heltal	er	lige,	så	er	deres	produkt	ulige.	Summen	er	2+2=4.	Du	skal	kigge	på	
produktet	af	de	samme	to	tal.	Hvad	giver	det?”	
B	”Vi	kan	jo	regne	det	ud.	2∙2=4.	Det	er	ikke	ulige.	Så	er	det	ikke	rigtigt,	hvad	Aya	siger.	
Lærer:	”Hvad	vil	du	så	gøre?”	
B:	”Så	kigger	jeg	på	Ali,	for	hun	har	ikke	ret.	Jeg	siger	3*3=9	og	det	er	ulige.	Så	er	det	også	forkert	hvad	han	
siger.”	
Lærer:	”Hvorfor	det?	Hvad	var	det,	du	skulle	kigge	på?”	
B:	”Det	var	den	her	(peger	på	regnestykket).	Det	var	9”	
Lærer:	”Nej,	det	var	produktet”	
B:	”Det	er	summen.	Så	skal	jeg	bare	sige	3+3=6,	og	det	er	lige.”	
Lærer:	”Hvad	vil	du	så	gøre	nu?”	
B:	”Så	vil	jeg	prøve	en	gang,	med	4,	for	at	være	mere	sikker.	(Beregner	4+4=16).	Der	er	også	lige.	Så	det	er	også	
rigtig.	
Læreren	fortæller	hvorfor	dette	eksempel	slet	ikke	kan	bruges,	når	produktet	af	de	to	tal	ikke	er	ulige.		
B:	”Nå,	ja.	Så	prøver	vi	med	5.	Det	går	godt.”	
Lærer:	”Står	der	noget	om,	at	de	to	tal	skal	være	ens?”	
B:	”Nej,	så	kan	vi	prøve	med	noget	andet.	3	og	5.	Det	er	ok,	for	når	man	ganger	dem	er	det	ulige	og	når	man	
plusser	dem	er	det	lige.	Men	vi	kan	ikke	vide	om	han	har	ret.	Vi	har	kun	regnet	nogen	eksempler	ud.”	
Lærer:	”Men	siger	Ali	og	Aya	det	sammen?”	
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B:	”Man	kan	godt	sige,	at	det	er	det	samme,	for	det	er	de	samme	de	siger	med	noget	med	at	plusse	og	gange	og	
lige	og	ulige.	Men	Aya	siger	noget,	der	er	forkert,	og	jeg	tror	at	Ali	har	ret.	Det	er	ligesom	de	siger	
modsætninger.”	
B	har	problemer	både	opgaven	og	ræsonnementets	logik.	Selv	efter	en	længere	samtale	er	det	vanskeligt	for	
ham	at	forstå	hvad	ækvivalente	udsagn	er.	En	del	af	skylden	synes	at	være	den	noget	kryptiske	formulering.	Når	
opgaven	bliver	pillet	helt	fra	hinanden	og	reduceret	til	nogle	beregninger,	kan	B	følge	implikationerne	i	hvert	
tilfælde,	men	han	kan	stadig	ikke	sammensætte	dem	og	forstå	om	der	er	ækvivalens.	Resultatet	er	at	det	
tilhørende	bevisskema	bliver	af	ydre	overbevisning	og	autoritært.	
	
Spørgsmål	21:	
Nedenstående	figur	udgør	et	bevis	for	at	en	trekants	vinkelsum	altid	er	180°,	hvilket	ses	ved	at	trekantens	
vinkelsum	er	u	+	v	+	w,	den	samme	sum	som	ved	den	øverste	linje,	hvor	summen	klart	er	lig	180°.	
Har	vi	bevist	at	alle	trekanter	har	en	vinkelsum	på	180°?	Ja	Nej	Jeg	kan	ikke	svare.	
Eller	bliver	vi	nødt	til	at	måle	på	de	konkrete	trekanter,	som	vi	betragter?	Ja	Nej	Jeg	kan	ikke	svare	
B:	”Jeg	vil	sige	ja,	for	vi	ved	det	jo.	Men	kan	måle	det	med	en	vinkelmåler”
Lærer:	”Har	du	brug	for	at	måle	vinklerne	på	denne	figur,	for	at	vide,	at	vinkelsummen	er	180	grader?”	
B:	”Nej,	for	det	ser	ud	som	om	det	er	tegnet	på	en	særlig	måde,	sådan	præcist…”	
Her	ser	det	ud	til	at	eleven	har	et	empirisk	(induktivt	og	erkendelsesmæssigt)	bevisskema.	
	
Spørgsmål	23:	
Vi	vil	nu	bevise,	at	en	n’te	del,	som	vi	kalder	 ,	kan	blive	så	lille	et	tal	som	det	skal	være.	
Antag,	at	der	findes	en	mindste	n’te	del,	som	vi	kalder	 hvor	N	er	et	positivt	helt	tal.	Men	hvis	vi	nu	lægger	1	
til	i	nævneren,	altså	 ,	så	vil	der	jo	gælde,	at	 .	Altså	må	vores	antagelse	være	forkert,	hvilket	
betyder,	at	der	ikke	findes	en	mindste	n’te	del.	
Er	du	enig	i	at	overstående	er	et	bevis	for	at	en	n’te	del	kan	blive	så	lille	som	det	skal	være?	
B:	”Jeg	tænker	på	at	N	kan	være	‐1.	Så	er	1/(N+1)	mindre	end	1/N.	Så	må	1/N	være	meget	lille.	Jeg	ved	det	ikke.”
I	denne	opgave	har	eleven	hverken	forstået	opgaven	eller	ræsonnementets	logik,	og	det	matematiske	indhold	
beherskes	ikke.	Man	kan	ikke	indsætte	besvarelsen	i	et	bevisskema.	
	
Interview	og	analyser	med	C	og	D	fra	CPH	West	
Spørgsmål	6:	
Anser	du	følgende	argument	for	holdbart:	
”Det	passer	aldring,	at	(x	+	y)2	=	x2	+	y2,	for	vi	ved	jo,	at	der	altid	gælder	(x	+	y)2	=	x2	+	y2	+	2xy”	
Lærer:	I	kigger	lige	på	den.	
C:	Yes	
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Lærer:	Har	du	læst	den	igennem	D?	Kan	du	fortælle	hvad	du	har	svaret	og	hvorfor?	Du	har	svaret	måske.
D:	Jo.	Da	jeg	kom	til	den	her	opgave,	ja,	så	tænkte	jeg	bare…	Jeg	havde	svært	ved	de	andre.	Altså.	Jeg	
prøvede	at	læse	det	flere	gange	igennem.	Jeg	ved	ikke	hvorfor	jeg	kom	til	det	her	svar.	
Lærer:	Et	eller	andet	sted	har	du	måske	været	i	tvivl.	Er	det	sådan	at	du	slet	ikke	ved	hvad	opgaven	går	ud	
på.	
D:	Ja,	det	er	fordi	…,	det	her	sprog	her,	det	…	Det	er	ikke	så	nemt	at	forstå	det.	
Lærer:	Så	det	er	noget	med	sproget?	
D:	Hmm.	
C:	Sådan	har	jeg	det	også.	
Lærer:	Du	har	svaret	noget	andet,	du	har	svaret	nej.	
C:	Ja,	fordi,	ja	lad	D	tale	færdig.	
Lærer:	Jeg	ved	ikke	om	der	er	så	meget.	Du	kunne	jo	også	have	sat	kryds	i	”Jeg	kan	ikke	svare”.	I	stedet	for	
at	svare	måske.	Svaret	er	jo	nok	enten	ja	eller	nej.	Det	der	er	en	helgardering	på	en	eller	anden	måde.	Men	
du	har	svaret	nej.(henvendt	til	C).	
C:	Ja,	fordi	når,	jeg	ved	at	når	man	ganger,	når	noget	står	i	potens,	så	skal	det	ganges	med	sig	selv	og	når	
noget	i	en	parentes	står	i	potens,	så	skal	parentesen	ganges	med	sig	selv	det	antal	gange	der	står	i	
potensen.	
Lærer:	ja.	Og	hvad	betyder	det	så	i	opgaven.	At	det	aldrig	passer	eller	hvad?	
C:	Ja.	
Lærer:	Hvorfor	gør	det	ikke	det?	
C:	Fordi,	når	man	fjerner	parenteserne,	så	skal	du	gange	ind	eller	hvad	det	hedder.	Så	det	bliver	x	gange	x	
og	så	x	gange	y	
Lærer:	Hvis	man	kigger	på	det	nu	i	dag.	Kunne	man	så	gøre	et	eller	andet,	så	man	var	helt	sikker	på	at	det	
aldrig	gælder.	
D:	Jeg	tror	at	når	man	har	en	parentes	og	en	potens.	Jeg	skal	lige	prøve	at	udtrykke	mig	rigtigt.	Nej	jeg	ved	
ikke	rigtig.	
I	den	resterende	del	af	samtalen	om	dette	spørgsmål	går	diskussionen	på	formuleringen	om	at	det	aldrig	
gælder	og	det	er	sandt.	Med	meget	hjælp	indser	begge	elever,	at	når	x	og/eller	y	er	nul,	så	passer	
antagelsen	og	argumentet	er	ikke	holdbart.	
D	forstod	slet	ikke	opgaven	og	kunne	ikke	komme	i	gang.	Dette	kan	ikke	sættes	ind	i	et	bevis	skema	
C	han	forstå	ikke	opgaveformulerings	logik,	løsningsræsonnementet	logik	mangler	forståelse	for	at	noget	
gælder	selv	om	det	ikke	se	ens	ud.	Her	at	enten	x	eller	y	kunne	være	0.	Her	er	der	tale	om	ydre	
overbevisningsskema	på	et	autoritært	niveau.	
	
Spørgsmål	11:	
Et	dansk	folketingsmedlem	udtalte	i	en	folketingsdebat	i	1999	følgende:
”Når	39	%	af	den	mandlige	og	30	%	af	den	kvindelige	befolkning	aldrig	kommer	på	bibliotekerne,	vil	det	sige,	at	
i	alt	69	%	af	hele	befolkningen	aldrig	kommer	på	bibliotekerne.”	
C:	Jeg	vil	sige	at	det	er	rigtig	nok,	det	er	stadig	69	%,	da	det	er	39	%	af	hele	den	mandlige	del	af	befolkningen	og	
30	%	af	hele	den	kvindelige	del	af	befolkningen.	Ja,	det	må	være	rigtigt.	
D:	Jeg	har	skrevet	ja,	hvis	man	så	tager	100	altså	hele	befolkningen	så	betyder,	det	at	der	kommer	31	og	besøger	
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biblioteket	
Lærer:	Det	er	så	lidt	det	samme.	Hvis	vi	nu	vendte	den	om?	Vi	ved	at	39	%	af	den	mandlige	del	af	befolkningen	
kommer	ikke	på	biblioteket.	Hvor	mange	af	mændene	kommer	så	på	biblioteket.	
C:	Så	er	det	61	%.	
Lærer:	Hvor	mange	procent	af	kvinderne	kommer	på	biblioteket?	
D:	Det	må	være	70	%.	
Lærer:	Ja.	Kan	man	lægge	dem	sammen	på	sammen	måde?	
C:	Ja,	det	kan	man	vel	godt.	
Lærer:	Hvor	meget	får	man	så?	
C:	Så	får	man	131	%	
Lærer:	Hvor	meget	er	131	%?	
C:	Det	er	over	100	%.	Det	er	ikke..	
Lærer:	Ja,	det	er	mere	end	hele	befolkningen.	Som	jo	så	kommer	på	biblioteket.	Giver	det	mening.	Hvad	er	det	
der	går	galt	med	den	måde	at	regne	det	ud	på?	
D:	Skal	man	så	ikke	dividere	med	100.	
Lærer:	Man	kan	ikke	bare	dividere	med	100,	fordi	man	synes,	at	tallene	bliver	forkerte.	
C:	Det	bliver	nødt	til	at	være	200	%.	Det	der	skulle	være	100	%.	
Det	lykkedes	nu	at	få	overbevist	begge	elever	om,	at	man	ikke	kan	regne	procentregning	på	denne	måde.	
For	begge	elever	gælder	det,	at	deres	besvarelse	ligger	på	grænsen	mellem	det	ydre	overbevisningsskema,	ikke‐
refererende	skema	til	det	empriske	‐	induktive.	
	
Spørgsmål	13:	
Et	kvadrat	er	et	rektangel,	hvor	alle	fire	sider	er	lige	lange.	Er	ethvert	kvadrat	et	rektangel?	
D:	Det	er	sjovt	det	jeg	har	svaret.	
Lærer:	Er	det	sjovt,	det	du	har	svaret.	Hvorfor	det?	
D:	Jeg	har	skrevet,	nej,	da	den	kan	have	forskellige	størrelser	på	siderne.	
Lærer:	Hvorfor	er	det	sjovt?	
D:	Det	ved	jeg	ikke.	
Lærer:	Er	det	det	rigtige	du	har	svaret?	
D:	Det	ved	jeg	ikke.	Jeg	har	skrevet	nej.	
Lærer:	(henvendt	til	C)	Hvad	har	du	svaret?	
C:	jeg	har	skrevet	nej,	da	i	et	kvadrat	er	alle	4	sider	lige	lange.	Hvor	i	et	rektangel	så	er	to	af	de	parallelle	sider	
forskellige	fra	de	andre	to.	
Lærer:	Skal	de	være	forskellige	for	at	være	et	rektangel?	
D	+C:	ja	(i	munden	på	hinanden)	
Lærer:	Det	står	jo	faktisk	lige	her	”Et	kvadrat	er	et	rektangel,	hvor	alle	fire	sider	er	lige	lange.	Er	ethvert	kvadrat	
et	rektangel?”	
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Lærer:	Det	må	det	så	være.		
D:	Ja,	det	må	det	jo	være.	Det	er	det	der	står.	
Lærer:	Det	er	jo	igen	noget	med	at	være	omhyggelig	når	man	læser	teksten.	I	matematik	er	det	ligesom	at	læse	
et	andet	sprog.	Nogen	gange.	Det	er	et	sprog	som	I	skal	lære.	I	skal	analysere	teksten	ligesom	I	gør	i	dansk	og	
engelsk,	når	I	har	det.	
C:	Et	rektangel	kan	altså	godt	være	lige	langt	på	alle	sider?	
Lærer:	Ja.	
C:	Siger	man	så	ikke	at	det	er	et	kvadrat.	
Lærer:	Jo,	det	vil	man	ofte	føre,	men	det	samtidig	et	rektangel.	Hvad	er	et	rektangel?	
D:	Det	er	når	siderne	er	parvis	lige	lange.	
C:	Det	er	også	det	jeg	har	lært.	
Lærer:	Der	skal	gælde	noget	mere	for	at	det	er	et	rektangel.	Hvad	er	det?	
D:	Parallelle.	
C:	Alle	vinklerne	er	90°.	
Lærer:	Ja,	så	er	vi	ved	at	være	der.	Vinklerne	skal	være	90°	og	siderne	skal	parvis	være	lige	lange.	Men	der	er	
ikke	noget	der	siger	at	de	ikke	må	være	lige	lange	alle	sammen.	
C:	Det	troede	jeg	at	det	var.	
D:	Det	har	jeg	altid	lært.	
Lærer:	Det	er	så	jeres	definitioner,	der	ikke	er	helt	på	plads.	Det	er	de	så	nu.	
Begge	var	af	den	overbevisning,	at	et	rektangel	skulle	have	parvis	forskellige	længder	på	siderne.	Det	var	hvad	
de	havde	lært.	De	befandt	sig	i	ydre	overbevisning,	autoritært,	som	muligvis	nu	er	ændret	til	rituelt.	
	
Spørgsmål	16:	
Susanne	siger,	at	hvis	man	laver	en	ny	terning	ved	at	fordoble	længden	af	alle	kanterne	i	en	terning,	har	
den	nye	terning	et	otte	gange	så	stort	rumfang	som	den	oprindelige.	Har	Susanne	ret?	
D:	Jeg	har	svaret	nej,	fordi	en	tegning	har	6	sider.	Fordobler	man	alle	kanter.	Så	bliver	den	6	gange	så	stor.	
Så	det	bliver	ikke	8.	
Lærer:	Sådan	kunne	man	godt	tænke.	
C:	Jeg	har	svaret	nej,	fordi	den	måde	man	fordobler	på,	så	vil	den	bare	blive	2	gange	så	stor.	
Lærer:	Lad	os	lige	tænker	over,	hvordan	finder	man	rumfanget	af	en	terning.	
C:	Højde	gange	længde	gange	dybde.	
Lærer:	Ja,	lad	os	antage	at	den	er	l	den	her	vej.	Lad	os	regne	lidt	med	bogstaver.	Vi	har	l	på	den	ene	led,	så	
må	den	også	være	l	den	her	vej	og	l	den	her	vej.	Alle	kantlængder	er	det	samme.	Hvad	vil	volumenet	blive?	
C:	Det	bliver	l	i	tredje.	
Lærer:	Nu	gør	vi	l	bliver	dobbelt	så	stor.	(tegner)	Den	er	l	og	den	er	l	og	den	er	l.	Nu	gør	vi	den	dobbelt	så	
stor.	Hvad	giver	l	+	l?	
D:	Det	giver	2l.	
C:	Giver	den	ikke	22	gange	så	stor?	
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Lærer:	Nej,	prøv	lige	at	se.	Regner	vi	nu	med	de	nye	mål.	Hvad	gør	vi	så	her	2l	gange	2l	gange	2l.	
C:	Så	bliver	den	4	gange	så	stor.	
Lærer:	Hvad	bliver	det	nye	volumen?	
D:	Det	bliver	2l	gange	2l	gange	2l.	
Lærer:	l	gange	l	gange	l	hvad	bliver	det?	
C:	l	i	tredje.	
Lærer:	Og	2	gange	2	gange	2?	
D:	Det	giver	4	…	det	bliver	16.	
Lærer:	Nej	2	gange	2.	
D:	4.	
Lærer:	gange	2.	
D:	Nå	ja,	det	bliver	8.	
Lærer:	Hvor	meget	større	er	den	der	i	forhold	til	den	der?	(peger	på	udregningerne	på	papiret)	
C:	Nu	er	den	jo	ikke	svær	mere.	
Begge	elever	har	som	udgangspunkt	ingen	korrekt	opfattelse	af	hvad	det	er	der	sker	med	volumenet,	når	
man	ændrer	på	kantlængderne	i	en	terning.	Ved	hjælp	fra	læreren	opnår	begge	en	form	for	forståelse,	som	
ligger	i	det	empiriske	induktive/erkendelsesmæssige	område.	
	
Spørgsmål	18:	
Aya	siger,	at	der	for	alle	reelle	tal	gælder,	at	a2		a.	Hvilket	af	følgende	værdier	af	a	kan	bruges	til	at	vise,	at	dette	
udsagn	er	falsk.	
a) a	=	‐½	
b) a	=	0	
c) a	=	1/10	
d) a	=	1	
e) a	=	0,2	
D:	Den	fattede	jeg	overhovedet	ikke.	
Lærer:	Hvorfor	gjorde	du	ikke	det?	
C:	Jeg	vidste	ikke,	hvad	de	reelle	tal	er	og	hvad	den	der	streg	nedenunder	betyder.	
D:	Jeg	ved	ikke	hvad	den	der	streg	betyder.	
Lærer:	Ved	du	(henvendt	til	D)	hvad	de	reelle	tal	er?	
D:	Nej.	
Lærer:	Jeg	plejer	at	sige	det	er	alle	de	tal	vi	kender,	dvs	positive,	negative,	hele	tal,	brøker,	decimaltal	og	
kvadratrødder	og	π.	
Så	er	der	også	lige	tegnet	i	mellem	a	og	a	i	anden.	Hvad	betyder	det?	Har	i	nogen	ide	om	hvad	det	kan	være.	
C:	Har	det	noget	med	større	end.	
Lærer:	Ja	og	hvorfor	er	der	så	den	streg	under?	
C:	Kan	det	være	en	brøkstreg?	
Lærer:	Nej,	det	er	ikke	nogen	brøkstreg.	
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D:	Det	kunne	være	et	lighedstegn.	
Lærer:	Ja.	I	har	måske	set	det	tidligere	hvor	der	så	var	to	streger	under	>	i	stedet	for	en.	Det	betyder,	at	det	der	
står	her	er	a	i	anden	er	større	end	eller	lig	med	a.	Det	betyder,	at	tager	man	et	tal	og	sætter	i	anden,	så	vil	det	
være	større	end	eller	lig	med	tallet	selv.	
C:	Det	er	jo	rigtigt.	
Lærer:	Er	det	rigtigt?	
C:	Det	vil	jeg	sige	at	det	er.	
Lærer:	Lad	os	se	hvad	der	står	i	opgaven.	”Hvilken	af	følgende	værdier	kan	anvendes	til	ikke	at	vise	det	IKKE	er	
sandt”.	Hvis	nu	i	prøver..	
C:	jeg	tror	at	det	den	der	minus	der.	
Lærer:	Hvad	sker	der	når	vi	sætter	minus	½	i	anden.	
C:	Så	bliver	det	en	fjerdedel.	
Lærer:	Ja,	det	blev	en	fjerdedel.	Man	kan	så	sige	at	¼	er	større	end	eller	lig	med	‐½.	
C:	Det	er	mindre	end.	
Lærer:	Nej,	det	er…	
D:	Det	er	større.	
Lærer:	Det	ene	er	et	negativt	tal	og	det	andet	er	positivt.	Den	er	faktisk	ok.	Kan	vi	bruge	0?	Dvs.	der	står	0	i	
anden	er	større	end	eller	lig	med	0.	
C:	Den	kan	vi	heller	ikke	bruge.	Den	vil	jo	give	nul	
Lærer:	Vi	prøver	med	en	tiendedel.	Hvor	meget	bliver	1/10	i	anden?	
C:	Det	er	en	hundrededel.	
Lærer:	Så	står	der	at	en	hundrededel	og	større	end	eller	lig	med	en	tiendedel	
C:	Det	er	jo	mindre	end.	
Lærer:	Ja,	hvad	har	vi	så	vist?	
C:	at	det	ikke	altid	er	større	end	eller	lig	med.	
Lærer:	Hvad	med	1?	
C:	Det	bliver	1	igen	
Lærer:	Ja	så	gælder	lighedstegnet.	Hvad	med	0,2?	
C:Det	er	0,02.	Er	det	ikke?	
Lærer:	Nej,	du	skal	lige	huske	også	at	gange	totallerne	med	hinanden.	Det	giver	
C:	0,04	
Sammen	med	læreren	kommer	de	frem	til	at	tallene	mellem	0	og	1	er	dem	der	giver	noget	andet.	
Her	er	det	forståelsen	af	opgaven,	der	helt	mangler	hos	begge	elever.	Begge	elever	får	med	hjælp	fra	læreren	en	
forståelse	af	ord	og	tegn	og	ender	med	ved	at	sætte	alle	tallene	ind	et	svar	på	opgaven.	De	befinder	sig	begge	på	
det	empirisk	‐	induktive	niveau.	
	
Spørgsmål	20:	
Aya	og	Ali	betragter	tallene	3	og	11.	De	bemærker,	at	deres	sum	(3	+	11)	er	et	lige	tal,	mens	deres	produkt	
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(3∙11)	er	et	ulige	tal.	
Aya	siger	”Hvis	summen	af	to	heltal	er	lige,	så	er	deres	produkt	ulige”	
Ali	siger	”	Hvis	produktet	af	to	heltal	er	ulige,	så	er	deres	sum	lige”	
Er	indholdet	i	Aya’s	og	Ali’s	udsagn	det	samme.	
D:	Jeg	har	skrevet	ja	her	
C:	Jeg	har	skrevet	nej.	
Lærer:	Du	har	skrevet	noget	nedenunder	J,	som	du	har	visket	ud.	
C:	Jeg	kunne	ikke	forklare	det.	Jeg	tror	det	var	et	gæt	
Lærer:	Hvis	du	nu	skulle	prøve.	Kan	du	komme	i	tanke	om	nogen	af	de	ting	du	tænkte.	Du	må	selvfølgelig	også	
godt	tænke,	D.	
C:	Ja,	men	hvis	vi	har	2	gange	2	det	giver	4	og	summen	bliver	også	4.	
Lærer:	Ja,	så	ryger	den	her.	(underforstået	hypotesen	at	når	summen	er	lige	så	er	produktet	ulige)	
Så	bliver	summen	lige,	hvis	man	siger	2	+	2	=	4	som	er	lige	og	når	man	gange	dem	med	hinanden	bliver	det	4,	
som	stadig	er	lige.	
Hvis	et	produkt	er	ulige,	hvad	så?	Hvilke	tal	skal	man	så	gange	med	hinanden.	
C:	Hvad	er	det	nu	de	hedder	de	der	tal.	Primtal.	
Lærer:	Nej	det	behøves	det	ikke	at	være.	Det	skal	bare	være	lige	eller	ulige.	Hvis	vi	skal	gange	to	tal	med	
hinanden	og	det	så	skal	blive	ulige,	hvad	skal	der	så	gælde	om	de	to	tal?	
C:	Så	skal	de	være	ulige?	
Lærer:	Skal	de	begge	to	være	ulige.	
C:	Nej	det	behøver	de	ikke.	Det	kan	jo	være…	
Lærer:	Tænk	dig	om.	
C:	Det	kunne	f.eks.	være	4	gange	…	nej..	
Lærer:	De	skal	begge	være	ulige.	Hvis	du	tager	et	lige	tal	og	gange	med	et	ulige,	så..	
C:	Det	var	også	det	jeg	kom	i	tanke	om.	
Lærer:	Hvis	vi	gange	to	ulige	tal	med	hinanden	bliver	det	ulige.	Hvad	hvis	vi	lægge	dem	sammen?	
C:	Så	kan	det	blive	lige.	
Lærer:	kan	blive.	Gør	det	ikke	altid	det?	
D:	Nej,..	
C:	Jo,	det	vil	jeg	sige.	De	har	så	begge	det	et	tal	der	manglede	for	at	blive	lige.	
D	holder	sig	meget	uden	for	samtalen	i	dette	spørgsmål	og	hun	forstår	vist	slet	ikke	hvad	det	går	ud	på.	Hun	kan	
ikke	placeres	i	nogen	af	bevisskemaerne.	C	derimod	går	i	gang	med	at	prøve	med	nogle	taleksempler	og	får	
svaret	på	opgaven.	C’s	besvarelse	kan	indplaceres	på	det	empiriske	‐	induktive	niveau.	
	
Spørgsmål	21:	
Nedenstående	figur	udgør	et	bevis	for	at	en	trekants	vinkelsum	altid	er	180°,	hvilket	ses	ved	at	trekantens	
vinkelsum	er	u	+	v	+	w,	den	samme	sum	som	ved	den	øverste	linje,	hvor	summen	klart	er	lig	180°.	
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Har	vi	bevist	at	alle	trekanter	har	en	vinkelsum	på	180°?	Ja	Nej	Jeg	kan	ikke	svare.
Eller	bliver	vi	nødt	til	at	måle	på	de	konkrete	trekanter,	som	vi	betragter?	Ja	Nej	Jeg	kan	ikke	svare	
Lærer:	Hvad	har	du	svaret?	Og	hvorfor	har	du	svaret	som	du	har	gjort.
C:	Det	første	har	jeg	svaret	ja	på,	da	alle	trekanter	har	en	vinkelsum	på	180°.	
Lærer:	Spørgsmålet	er	så	om	du	har	bevist	det.	
C:	Det	kan	man	jo	sige,	når	man	har	trekanten,	så	den	ligger	jo	egentlig	på	en	lige	linje,	hvor	den	bare	er	delt	op.	
Hvis	man	tager	en	lige	linje	og	folder,	så	man	har	en	bund	og	folder	sammen,	så	er	den	180°	til	sammen.	
Lærer:	Den	der	tegning,	er	den	et	bevis	for	at	alle	trekanter	har	en	vinkelsum	på	180° 
C:	Det	er	jo	ikke	noget	bevis,	da	der	kan	være	forskellige	udseende	af	en	trekant.	
Lærer:	Nej,	det	er	jo	rigtigt,	men	man	kunne	jo	forstille	sig	at	man	flyttede	punktet	heroppe.	Så	ville	trekanten	
komme	til	at	se	sådan	her	ud.	Ville	det	så	stadig	gælde	det	samme	med	at	vinklerne	ligger	de	samme	steder.	
C:	Det	vil	altid	give	180	
Lærer:	Det	der	er	i	det	er	at	man	har	de	her	to	linjer,	som	er	parallelle.	Den	der	vinkel	og	den	der	vinkel	vil	altid	
være	den	sammen.	Når	man	har	to	parallelle	linjer	og	man	skærer	med	en	tredje,	så	vil		
C:	Ja	
Lærer:	Så	vil	vinklerne	ligger	sådan	parvis	rundt	omkring.	
D:	Ja,	
Lærer:	Når	de	ligger	sådan,	så	kan	man	jo	godt	se	at	summen	af	dem	må	være	180°.	Og	da	de	også	ligger	her	i	
trekanten	dvs.	når	den	der	vinkel	ligger	der	og	den	ligger	der,	så	må	summen	bliver	180°.	
D:	Det	bliver	også	det	samme	hvis	vi	spejler.	
Begge	har	den	helt	intuitive	forståelse	af	at	sådan	må	det	være	for	en	trekant.	Det	betyder,	at	de	begge	befinder	
sig	på	det	empiriske	‐	erkendelsesmæssige	niveau.	
	
Spørgsmål	23:	
Vi	vil	nu	bevise,	at	en	n’te	del,	som	vi	kalder	
n
1 ,	kan	blive	så	lille	et	tal	som	det	skal	være.	
Antag,	at	der	findes	en	mindste	n’te	del,	som	vi	kalder	
N
1 hvor	N	er	et	positivt	helt	tal.	Men	hvis	vi	nu	lægger	1	
til	i	nævneren,	altså	
1
1
N ,	så	vil	der	jo	gælde,	at	 NN
1
1
1  .	Altså	må	vores	antagelse	være	forkert,	hvilket	
betyder,	at	der	ikke	findes	en	mindste	n’te	del.	
Er	du	enig	i	at	overstående	er	et	bevis	for	at	en	n’te	del	kan	blive	så	lille	som	det	skal	være?	
D:	Jeg	kunne	ikke	svare	
Lærer:	Hvorfor	kunne	du	ikke	det?	
D:	Der	var	begrænset	med	tid.	Jeg	forstod	ikke	opgaven	helt.	Men..	
Lærer:	Er	det	de	matematiske	symboler	eller	er	det	teksten?	
D:	Det	er	teksten,	det	er	skrevet	meget	sært	
Lærer:	Giver	det	mere	mening	nu.	Eller	giver	det	stadig	ingen	mening	
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D:	(Lang	pause,	hvor	teksten	bliver	læst	igen.)	Det	giver	stadig	ikke	mening
Lærer:	Du	har	svaret.	
C:	Ja,	
Lærer:	Kan	du	prøve	at	forklare,	hvorfor	du	har	svaret	som	du	har.	
C:	De	siger	at	de	har	et	mindst	tal	som	er	en	n’te	del,	og	så	vil	de	gerne,	ja,	jeg	ved	ikke	hvad	jeg	skal	sige,	bevise	
at	det	godt	kan	blive	til	det	mindste	tal,	som	du	gerne	vil	ha’	det.	Det	gør	de	ved	at	sætte	N	+	1	ind	i	nævneren.	
Og	så	er	1/n	større	end	det	der.	(peger	på	1/(N+1))	
Lærer:	Hvad	har	man	så	vist	ved	at	skrive	det	op	sådan	her?	
C:	Øhm,	at	1/n	vil	være	(lang	pause)	vil	være	mindre	end,	tror	jeg.	(smiler)	
Lærer:	Der	står	faktisk	at	den	er	større	end.	
C:	ja,		
Lærer:	der	står	at	vi	nu	vil	bevise,	at	en	n’t	del	kan	blive	så	lille	tal	som	det	skal	være.	Efter	den	lange	tekst	står	
der	så:	Er	du	enig	i	at	ovenstående	er	et	bevis	for	at	en	n’te	del	kan	blive	så	lille	som	det	skal	være.	
C:	Det	er	så	faktisk	ikke	rigtigt,	den	bliver	jo	bare	større.	Eller	
Lærer:	Du	sagde	det	helt	rigtigt	før	
C:	Det	er	det	der	tegn	der	forstyrre	mig.	
Lærer:	Du	starter	med	at	have	en	n’te	del.	Hvis	n	er	meget	stort,	så	er	tallet	meget	lille.	lægger	du	1	til	N,	hvad	
sker	der	så	
C:	så	bliver	den	mindre	
Lærer:	Ja,	så	bliver	den	mindre.	Hvis	vi	så	lagde	2	eller	10	til	så..	
C:	Så	blive	det	endnu	mindre.	
Lærer:	Kan	man	skrive	det	mindste	tal	op?	
C:	Nej,	men	kan	altid	dele	det	op.	
D	forstår	slet	ikke	spørgsmålet	og	melder	sig	slet	ikke	ind	i	samtalen	efterfølgende.	Hun	kan	ikke	placeres	i	et	
bevisskema.	C	derimod	virker	som	om	han	egentlig	godt	ved	hvad	der	spørges	om,	men	han	er	usikker	på	hvilke	
argumenter	han	kan	bruge	og	hvordan.	Jeg	mener,	at	han	kan	indplaceres	i	empirisk	‐	erkendelsesmæssigt.	
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Bilag	15	Detektionstest	3	
	
14	Spørgsmål	fra	Professoren	
Her er 14 spørgsmål fra professoren. Det er meget vigtigt for vores undersøgelse, at du svarer på alle spørgsmålene, 
også hvis der skulle være nogle du ikke synes du kan gøre noget ved. På forhånd stor tak for hjælpen! 
Spørgsmål	1	
Hans	 kan	 gå	 fra	Roskilde	 Station	 til	 Roskilde	Domkirke	 på	 6	minutter.	 Grethe	 skal	 bruge	 8	
minutter.	Hvor	lang	tid	tager	det,	hvis	de	følges	ad?	Begrund	dit	svar.	
	
	
Spørgsmål	2	
Du	 er	 ved	 at	 lave	 din	 egen	 dressing	 til	 en	 salat.	 Her	 er	 en	 opskrift	 på	 100	 milliliter	 (ml)	
dressing.		
	
Salatolie	 60	ml	
Eddike	 30	ml	
Soyasauce	 10	ml	
	
Hvor	mange	ml	salatolie	skal	du	bruge	for	at	lave	150	ml	af	denne	dressing?	Begrund	dit	svar.	
	
	
Spørgsmål	3	
Søren	vil	sætte	sine	sparepenge	i	banken.	Banken	Tæsk	tilbyder	0,25	%	i	rente	hvert	kvartal,	
hvis	 han	 lader	 pengene	 stå	 i	 2	 år.	 Banken	Bank	 tilbyder	 1	%	 i	 årlig	 rente,	 hvis	 han	 lader	
pengene	 stå	 i	 2	 år.	 Er	 det	 ligegyldigt	 hvilken	 bank	 Søren	 vælger,	 eller	 har	 han	 fordel	 af	 at	
vælge	den	ene	frem	for	den	anden?	Begrund	dit	svar.	
	
	
Spørgsmål	4	
På	 en	 bestemt	 skole	 er	 der	 6	 gange	 så	 mange	 elever	 som	 lærere.	 Opskriv	 en	 formel	 der	
udtrykker	sammenhængen	mellem	antallet,	E,	af	elever	og	antallet,	L,	af	 lærere.	Begrund	dit	
svar.	
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Spørgsmål	5	
Se	på	billedet	ovenfor.	Hvor	høj	er	den	forreste	bygning	cirka?	Begrund	dit	svar.		
	
	
Spørgsmål	6	
Et	 oliefelt	 indeholder	 100	millioner	 tønder	 olie.	 Ali	 siger,	 at	 hvis	man	 hvert	 år	 udvinder	 1	
million	tønder	olie,	slipper	olien	op	efter	100	år.	Aya	siger,	at	hvis	man	hvert	år	udvinder	1	%	
af	den	olie,	der	er	tilbage,	slipper	olien	aldrig	op.	Hvem	har	ret	og	hvorfor?	
	
	
Spørgsmål	7	
På	en	ret	stejl	bakke	i	Athen	findes	en	vej	op,	der	er	ca.	4	km	lang.	Rikke,	som	er	i	god	form,	
kan	bestige	bakken	med	en	gennemsnitsfart	på	3	km	i	timen,	og	gå	ned	igen	med	den	dobbelte	
fart.	Hvad	er	Rikkes	gennemsnitsfart	for	den	samlede	tur?	Begrund	dit	svar.	
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Spørgsmål	8	
Et	 pizzeria	 serverer	 to	 runde	 frokostpizzaer	 af	 samme	 slags	 og	 tykkelse,	 men	 i	 forskellig	
størrelse.	Den	mindste	har	en	diameter	på	30	cm	og	koster	30	kr.	Den	største	har	en	diameter	
på	40	cm	og	koster	40	kr.	Hvilken	pizza	giver	mest	for	pengene?	Vis,	hvordan	du	kom	frem	til	
dit	resultat.	
	
	
Spørgsmål	9	
I	 landet	Zedland	er	der	to	aviser,	der	søger	sælgere.	Annoncerne	nedenfor	viser,	hvordan	de	
betaler	deres	sælgere.		
	
	
	
	
	
	
	
John	beslutter	sig	for	at	søge	en	stilling	som	avissælger.	Han	skal	vælge	mellem	Zedland	Posten	
og	Zedland	Tidende.	Hvilken	af	de	følgende	grafer	(A,	B,	C	eller	D)	er	en	korrekt	fremstilling	af,	
hvordan	de	to	aviser	betaler	deres	sælgere?	Begrund	dit	svar.		
												 	
ZEDLAND	POSTEN	
BRUG	FOR	EKSTRA	PENGE?	
SÆLG	VORES	AVISER	
Du	 vil	 blive	 betalt:	 0,20	 zeds	 pr.	
avis	 for	 de	 første	 240	 aviser,	 du	
sælger	på	 en	uge,	plus	0,40	 zeds	
for	hver	ekstra	avis,	du	sælger.	
ZEDLAND	TIDENDE	
GODT	BETALT	JOB,	DER	IKKE	
TAGER	LANG	TID!	
Sælg	 Zedland	Tidende	 og	 tjen	 60	
zeds	 om	 ugen,	 plus	 ekstra	 0,05	
zeds	pr.	avis	du	sælger.	
A	
C	 D	
B	
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Spørgsmål	10	
Mohammed	sidder	på	en	gynge.	Han	begynder	at	gynge.	Han	 forsøger	at	komme	så	højt	op	
som	muligt.		
Hvilken	af	 følgende	grafer	(A,	B,	C	eller	D)	afbilder	bedst	højden	af	hans	 fødder	over	 jorden	
mens	han	gynger?	Begrund	dit	svar.	
	
	 	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
Spørgsmål	11	
En	 træterning	med	 alle	 sider	 lig	 2	 cm	 vejer	 4,8	 gram.	 Hvad	 vejer	 en	 træterning,	 hvor	 alle	
siderne	er	4	cm?	Begrund	dit	svar.	
	
	
Højde	af	fødder
Højde	af	fødder
Højde	af	fødder
Højde	af	fødder
Tid
Tid
Tid
Tid
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Spørgsmål	12	
Af	 helbredsmæssige	 årsager	 bør	 folk	 begrænse	 deres	 anstrengelser,	 fx	 under	 udøvelse	 af	
sport,	for	ikke	at	overskride	en	bestemt	hjertefrekvens	(antal	hjerteslag	pr.	minut).	Før	i	tiden	
var	 sammenhængen	mellem	en	persons	anbefalede	maksimale	hjertefrekvens	og	personens	
alder	(målt	i	år)	beskrevet	ved	følgende	formel	(hvor	der	ses	væk	fra	enheder):	
	
Anbefalet	maksimale	hjertefrekvens	=	220	–	alder.	
	
Nyere	forskning	viste	at	denne	formel	burde	ændres	en	smule.	Den	nye	formel	er	som	følger:	
	
Anbefalet	maksimale	hjertefrekvens	=	208	–	(0,7	×	alder).	
	
En	avisartikel	skrev:	”Et	resultat	af	at	benytte	den	nye	formel	i	stedet	for	den	gamle	er,	at	det	
anbefalede	maksimale	antal	hjerteslag	per	minut	 for	 yngre	mennesker	nedsættes	en	 smule,	
mens	det	for	ældre	mennesker	forhøjes	en	smule.”		
Avisens	 påstand	 er	 korrekt.	 Fra	 hvilken	 alder	 og	 frem	 forhøjes	 den	 anbefalede	 maksimale	
hjertefrekvens	ved	overgang	til	den	nye	formel?	Begrund	dit	svar.	
	
	
Spørgsmål	13	
Kelly	kørte	 en	 tur	 i	 sin	bil.	 Pludselig	 løb	en	kat	ud	 foran	bilen.	Kelly	bremsede	hårdt	op	og	
undgik	at	ramme	katten.	Lettere	rystet	besluttede	Kelly	sig	for	at	køre	hjem	igen.	Diagrammet	
nedenfor	viser	en	forenklet	gengivelse	af	bilens	fart	i	løbet	af	turen.		
Hvad	 var	 klokken,	 da	Kelly	 bremsede	 hårdt	 op	 for	 at	 undgå	 at	 ramme	katten?	Begrund	dit	
svar.	
	
																								 	
	
	
	
	 	
Kellys	
køretur
Tid
Fart	(km/t)	
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Opgave	14	
På	 nedenstående	 figur	 er	 udvalgte	 verdensrekordtider	 for	 at	 løbe	 en	 mil	 indtegnet	 for	
perioden	1913‐1985.		
Man	bemærker,	at	punkterne	tilnærmelsesvis	ligger	på	en	ret	linje,	og	derfor	har	man	lavet	en	
lineær	model,	der	beskriver	verdensrekordtiden	(y)	som	funktion	af	årstallet	(x).	
Benyt	figuren	til	at	vurdere,	hvor	god	modellen	er,	og	indenfor	hvilken	periode	modellen	kan	
benyttes.	Begrund	dit	svar	
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Bilag	16	Detektionstest	3,	samlede	resultat	
klasse  etnicitet  køn  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  total 
2h  d  m  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  14 
2a  d  m  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  0,5  13,5 
2a  d  m  1  1  1  1  1  0,75 1  1  1  1  1  1  1  0,75 13,5 
2a  d  m  1  1  1  1  0,5  0,75 1  1  1  1  1  1  1  1  13,25
2mf  d  m  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  0,5  0,5  1  13 
2a  d  m  1  1  1  1  1  0,75 1  0,5  1  1  1  1  1  0,5  12,75
2h  d  m  0,5  1  1  1  1  0,75 1  1  1  1  1  1  1  0,25 12,5 
2h  d  m  0,5  1  1  1  1  0,75 1  1  1  1  1  1  1  0,25 12,5 
2mf  d  m  1  1  1  1  1  0  1  1  1  1  1  0,5  1  1  12,5 
2a  d  m  1  1  1  1  1  0,5  1  1  1  1  1  0,5  1  0,5  12,5 
2h  d  m  1  1  1  1  1  0,75 0  1  1  1  1  1  1  0,75 12,5 
2a  d  m  1  1  1  1  0,75 0,25 1  0,75 1  1  1  1  1  0,5  12,25
2a  d  m  1  1  1  1  1  0,75    1  1  1  1  0,5  1  1  12,25
2a  d  m  1  0,5  1  1  1  0,25 1  1  1  1  1  1  1  0,5  12,25
2a  d  m  1  1  1  1  1  1  0  1  1  1  1  1  1  0,25 12,25
2a  d  m  1  1  1  1  1  1  0  1  0  1  1  1  1  1  12 
2mf  d  m  1  1  1  0  1  1  1  1  1  1  0  1  1  1  12 
2tip  d  m  1  1  1  0,5  1  1  0,5  0,5  0,5  1  1  1  1  1  12 
2a  d  m  1  1  1  1  0,5  0,75 1  0  1  1  1  1  1  0,75 12 
2c  d  m  1  1  1  1  1  1  0  1  1  1  0,5  0,5  1  0,75 11,75
2c  d  m  1  1  1  1  1  1  1  0,25 1  1  1  0,25  1  0,25 11,75
2a  d  m  1  1  1  1  1  0,75 1  1  1  1  1     1     11,75
2c  i  m  1  1  1  1  0,75 0,75 1  1  0,25 1  0,75  1  1  0,25 11,75
2c  d  m  1  1  0  1  1  0,75 1  1  1  1  1  1  1  0  11,75
2a  d  m  1  1  1  1  0,5  0,75 0  1  1  1  1  1  1  0,5  11,75
2a  d  m  1  1  1  1  0,75 0,75 0  1  1  1  1  1  1  0,25 11,75
Valg  d  m  1  0,5  1  1  1  1  0  1  1  1  1  1  1     11,5 
2mf  d  m  1  1  0  1  1  1  0  1  1  1  1  1  1  0,5  11,5 
2mf  d  k  1  1  0  1  1  1  1  1  1  1  1  0  0,5  1  11,5 
2a  d  m  1  1  1  0  1  1  0  1  1  1  1  1  1  0,5  11,5 
2mf  d  m  1  1  1  1  1  1  1  1  0  1  1  0,5  0,5  0,5  11,5 
Valg  d  m  1  1  1  0  1  1  0  1  1  1  1  0,5  1  1  11,5 
2a  d  m  1  1  0  1  0,5  0,75 0,75 1  1  1  1  0,75  1  0,5  11,25
2c  d  k  1  1  1  0,5  0,5  1  0  1  1  1  0,75  1  1  0,5  11,25
2a  i  m  0  1  0,5  1  1  0,75 1  1  1  1  1  1  1  0  11,25
2a  d  m  1  1  1  1  1  0,75 0  1  1  1  1  0,25  1  0,25 11,25
2h  d  m  0,5  1  1  0  1  1  1  1  1  1  1  1  0,25  0,25 11 
2h  d  m  1  1  1  1  1  0,75 0  0,5  1  0,5  1  1  1  0,25 11 
Valg  d  m  1  1  1  1  1  1  0  1  1  1  1     1     11 
2a  d  m  1  0,5  1  1  1  0,75 0  0,75 1  1  1  1  1  0  11 
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klasse  etnicitet  køn  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  total 
2h  d  m  0,5  1  0,75  1  0,75 0,75 1  1  0  1  1  1  1  0  10,75
2a  d  m  1  1  1  1  0  0,75 0  0,5  1  1  1  1  1  0,5  10,75
2c  d  k  0,5  1  1  1  0,75 0,75 0  1  1  1  0,5  0,75  1  0,25 10,5 
Valg  d  m  1  1  1  1  0,5  0,5  0  1  1  1  1  0  1  0,5  10,5 
2c  d  m  1  1  1  0  0,25 1  1  1  0  1  1  1  1  0,25 10,5 
2h  d  k  1  1  0,75  1  1  0,5  0  1  1  1  0  1  1  0,25 10,5 
2tip  d  m  1  1  1  1  0  1  0  1  1  1  1  0  0,5  1  10,5 
2c  d  k  1  1  1  1  0,75 1  0  0  1  1  0  1  1  0,5  10,25
2c  d  m  1  1  1  0  1  0,75 0,25 1  1  1  1  0,25  1  0  10,25
2c  d  k  1  1  1  1  1  0,75 0  0,25 1  1  1     1  0,25 10,25
2h  d  m  1  1  1  1  1  0,75 0  0  1  1  1  0,25  1  0  10 
2mf  d  m  1  1  1  0  1  0  0  1  1  1  1  0,5  0,5  1  10 
Valg  d  m  1  1  1  1  0,5  1  0  1  1  1  0  0,5  0,5  0,5  10 
2h  d  m  1  1  0,75  1  0,75 1  0  0,5  1  1  0  1  1  0  10 
2tip  d  m  1  1  0  1  1  1  0  1  1  1  1  0,5  0,5  0  10 
2h  d  m  0,5  1  0,75  1  1  0,75 1  0  1  1  0  1  1  0  10 
2h  d  m  0,5  1  1  1  1  1  0  1  1  1        1  0,5  10 
2c  d  k  1  1  0,5  1  0,75 0,75 0  0,5  1  1  1  0,25  1  0,25 10 
2mf  d  m  1  1  1  1  0  1  1  0  1  1  1  0  0,5  0,5  10 
2c  d  m  1  1  1  1  1  0,5  0  1  0  0,5  1  0,5  1  0,25 9,75 
2a  d  m  1  1  0,5  0  1  1  0  0,75 0  1  1  1  1  0,5  9,75 
2a  d  m  1  1  1     1  1  0     1  1  1  0,5  1     9,5 
2mf  d  m  1  1  1  0  0  1  0  1  1  1  1  0,5  1  0  9,5 
2c  d  k  1  1  0  1  1  0,5  0  0,25 1  1  0,25  1  1  0,5  9,5 
2h  d  m  0,5  1  1  1  1  0,5  0  0  1  1  0  0,75  1  0,75 9,5 
2mf  d  m  0,5  1  0  1  0  1  0,5  0,5  1  1  1  1  0,5  0,5  9,5 
2h  d  m  0,5  1  1  0  1  0,75 0  0,25 1  1  1  0,25  1  0,5  9,25 
2mf  i  m  0  1     1  1  1  0  1  1  1  0  0,5  1  0,5  9 
Valg  d  m  1  1  0,5  1  1  0  1  0,5  0  1  1     1     9 
2tip  d  m  1  1     0  1  0  1  1  1  1  1  0,5  0,5  0  9 
2c  d  k  1  1  0  1  1  0,25 0  1  0  1  1  0  1  0,75 9 
Valg  d  m  1  1  0,5  0,5  1  1  0  1  0  1  0  0,5  1  0,5  9 
2h  d  m  0,5  1  0,75  1  0,25 0,75 1  0  1  0,5  0  1  1  0,25 9 
2h  d  m  0,5  1  0  1  1  0,25 0  1  1  1  0  1  1  0,25 9 
2c  d  k  0,5  1  0  1  0,25 0,5  0  0  1  1  1  1  1  0,75 9 
2c  d  m  0,75  1  0  1  1  0,75 1  0,25 0  1  0  1  1  0  8,75 
2a  d  m  1  1  1  1  1  0,75 0  1  1  1              8,75 
2c  d  k  1  1  0  1  0,5  0,75 0  0  1  1  0  1  1  0,5  8,75 
2c  d  m  1  1  0  1  1  0  0,5  0,25 0  1  1  0,5  1  0,5  8,75 
2h  d  m  1  1  1  1  0,5  0  0  1  1  0  0  1  1  0  8,5 
2a  d  m  1  1  0  0  1  0,75 0  0,5  0  1  1  1  1  0,25 8,5 
2tip  d  m  1  1  1  1  0,5  1  0  1  0,5  1  0  0,5        8,5 
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klasse  etnicitet  køn  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  total 
2tip  d  m  1  1  1  1  1  0,5  1  1     1              8,5 
2c  d  m  1  1  0,25  1  0,5  0,75 0,5  1  0  0  0,75  0  1  0,75 8,5 
Valg  d  m  1  1  0  1  0,5  1  0  0,5  1  1  1  0  0  0,5  8,5 
2h  d  m  1  0  0,75  0,5  0,5  0,25 0  0  1  1  1  1  1  0,25 8,25 
2tip  d  m  1  1  0  1  1  0  0  1  0  1  1  0  0,5  0,5  8 
2mf  i  m  1  1  1  1  1  1  0        1  0  0  0,5  0,5  8 
2c  d  k  1  1  0  1  1  0  0  0  1  1  0  0,75  1  0,25 8 
2tip  d  m  1  1  0  0  1  0  1  1  0  1  0  0,5  0,5  1  8 
2tip  d  m  0  1  1  1  0,5  1  0  0,5  0,5  1  0  0,5  0,5  0  7,5 
2h  d  m  1  1  0  0,25 0,25 0,25 0  1  0,5  0,5  1  1  0,75  0  7,5 
Valg  d  m  1  1  1  1  0,5  0  0  0  1  1  0  0  0,5  0,5  7,5 
2tip  d  m  1  1  1  1     1        0  1  1  0,5        7,5 
Valg  d  m  1  1  0  1  1  0  1  0  1  1  0  0  0,5     7,5 
2c  d  k  1  1  0  1  1  1  0,25 0,5  0  0  0  0,25  1  0,25 7,25 
2c  i  m  1  1  0  0  1  0,5  0  0  1  1  0     1  0,5  7 
2h  d  m  0,5  1  0,5  0,25 0,75 0,25 1  0  1  0,75 0     1  0  7 
2tip  d  m  1  1  1     0  1  0  0,5  1  1  0     0,5     7 
2a  d  m  0  1  1     0,75 0,5  0  0,5  1  1  0     1  0,25 7 
2mf  d  m  1  1  0  0  1  0  1  0  1  1  0  0  1  0  7 
2c  i  m  1  0  1  1  0,25 0,25 0  0  1  1  0  0  1  0  6,5 
2tip  d  m  1  1  0  1  0,5  1  0  0  0  1  0     0,5  0,5  6,5 
2h  d  m  1     0,25  1  0,75 0,5  0     1  1  1  0        6,5 
2mf  d  m  1  0,5  0  1  1  0  0  0  0  1  1  0  1  0  6,5 
2tip  d  m  1  1  0  1  0,5  0  0  1  0  1  0  0,5  0,5  0  6,5 
2c  d  k  0,75  1  0  0  0  0,25 0  0,25 1  1  0,25  1  1  0  6,5 
2c  d  m  1  1  0  1  0,25 0,75 0  0  0  0,5  1  0  1  0  6,5 
2a  d  m  1  1     0  1  0,75 0  0,5  0  0  1     1     6,25 
2h  d  m  1  1  1  0  1  0,75 0  0  0  0,25 0  0  1  0,25 6,25 
2tip  d  m  0  1  0  1  1  0  0  0  0  0  1  0,5  0,5  1  6 
2c  i  m  0  1  0  1  0  0,5  0  0,5  1  1  0     1  0  6 
2mf  i  m  1  1  1  1  1  0  0  0  0  0  0     1     6 
2c  d  k  1  0,5  0  0,25 0,25 0,25 0,25 0  1  1  0     1     5,5 
2tip  d  m  1  1  0  1  1  0  0  0  1  0  0  0  0,5  0  5,5 
2mf  d  k  1  1  0  0  1  0        1  1  0  0  0,5     5,5 
Valg  d  m  0  1  0  1  1  0  0  0  0  1  0  0,5  1  0  5,5 
2mf  i  k  0  1     1  1     0  0  1  1  0     0,5  0  5,5 
2h  d  m  1  1  0  0,5  0  0,25 0  0  0  1  0,25     1  0,25 5,25 
2mf  d  m  1  1  0,5  1  0     0  0  0  1  0     0,5  0  5 
2h  d  m  0,5  1  0  0  0,25 0,5  0  0  0,75 1  0  0  1  0  5 
2mf  d  m  0  1  1  0  0  0  0  1  0  0  1  0  1  0  5 
2h  d  m  0,5  1  0  0  1  0,5  0  0  0,25 0,5  0  0  1  0  4,75 
2mf  i  m  0  1  0,5  0  0  0  0  0  1  1  0     1     4,5 
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klasse  etnicitet  køn  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  total 
Valg  i  m  0  0,5  0  1  1  0  0  0  1  0  0  0  0,5  0,5  4,5 
Valg  d  m  0  1  1  0  1  0  0  0     0  1  0  0,5     4,5 
Valg  i  k  0  1  1  1     0        0  1  0     0,5     4,5 
2mf  i  k  0  1  0  1  0     0     0  1  0     1  0,5  4,5 
2tip  d  m  0  1  0  1  1  0  0  0  0  1  0  0  0,5  0  4,5 
Valg  d  m  1  1  0        0  0  0  1  1  0     0,5     4,5 
2tip  i  m  0  1  0  1  0,5     0  0  0  1  0  0,5        4 
2tip  d  m  0  1  0  0  1  0  0  0  0,5  1  0     0,5     4 
2h  d  m     1  0  0,25 0  0,25       1  0,25 0     1     3,75 
2mf  i  m  0  0  0  0  1  0  0  0  1  1  0  0  0,5     3,5 
2mf  i  k  1  1  0  1  0     0  0  0  0  0  0  0,5  0  3,5 
2mf  i  k  1  0  0     1     0  0,5  0  0  0     0,5     3 
2mf  i  k  0  1  0  1  0  0  0  0  1                 3 
2mf  i  m  0  1  0  1  0  0  0  0  0  0  0     0,5  0,5  3 
2mf  i  k  1  0  0  0  0  0  0  0  0  1  0  0  0,5  0  2,5 
2mf  i  m  0  1  0  0     0  0  0     0,5  0     0,5  0,5  2,5 
Valg  i  m  0  0  0        0  0     0  0  0  0  0,5  0,5  1 
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Bilag	17	Interview	med	fire	elever,	der	klarede	sig	godt	i	
testen.		
Her	findes	transskriptioner	af	de	samtaler	vi	havde	med	de	fire	elever,	der	havde	klaret	
Detektionstest	3	stort	set	fejlfrit.	I	disse	samtaler	var	der	fokus	på,	hvad	det	var	eleverne	
gjorde,	for	at	”knække	koden”	og	komme	frem	til	et	korrekt	resultat.	MAS	er	Marit	Schou,	og	B	
er	Bente	Pihl.	
	
De	to	fra	OTG	
Interview	med	to	elever,	Da	og	Ma,	der	klarede	sig	rigtig	godt	i	testen.		
	
Spørgsmål	5	
MAS:	”Prøv	at	se	på	opgave	5.	Her	fremgår	det	ikke	helt	tydeligt,	hvad	det	er	faktisk	har	målt.	
Hvad	tænkte	I,	da	I	så	den	opgave?”	
Da:	”Jeg	skulle	finde	noget	fra	virkeligheden	som	jeg	vidste	hvor	høj	var,	fx	et	menneske,	for	
det	er	jo	forskelligt	hvor	høj	etager	er	på	huse.	Nu	ved	jeg	ikke	hvor	gennemsnitshøjden	af	et	
menneske	er	men	måske	180	cm	og	så	målte	jeg	simpelthen	hvor	mange	gange	personen	
kunne	være	op	ad	huset.	(viser	handlingen	på	tegningen).	
Ma:	”Ja,	jeg	gjorde	det	samme.	Jeg	brugte	ham	i	den	røde	og	kom	frem	til	at	han	var	1	cm	på	
billedet	og	nok	mellem	180	og	200	cm	i	virkeligheden.”	
MAS:	”Hvorfor	tog	du	lige	den	røde?”	
Ma:	”Ja	han	stod	jo	tættest	på	bygningen,	så	perspektivet	ikke	snyder”	
MAS:	”og	hvor	målte	I	huset?”	
Da:	”Man	kan	ikke	se	det	på	tegningen,	men	jeg	målte	samme	sted	som	han	stod,	ham	i	den	
røde.	
Ma:	”og	så	evaluerede	jeg	bagefter.	Jeg	talte	hvor	mange	etager,	og	så	om	resultatet	var	
nogenlunde	realistisk”	
Kendetegn:	at	kende	noget	til	verden,	at	forstå	perspektiv,	at	vurdere	model	
	
Spørgsmål	6	
MAS:	”Hvad	bider	I	mærke	i,	når	I	læser	teksten?	”	
Da:	”Jeg	bider	mærke	i	at	den	ene	er	relativ	og	den	anden	er	fast	tal,	og	så	ved	jeg	–	hvis	jeg	nu	
visualiserer	den	inde	i	hovedet	–	den	ene	bliver	en	eller	anden	kurve,	der	bliver	mindre	og	
mindre,	hvor	i	mod	den	anden	er	en	ret	linje,	og	så	sammenligner	jeg	de	to.	
MAS:	”Så	du	ser	faktisk	nogle	grafer	for	dig.	Du	prøver	at	lave	den	på	den	måde.”	
Da:	”Ja.”	
MAS:	”Hvad	med	dig,	Ma?”	
Ma:	”Det	gør	jeg	ikke	rigtigt.	Jeg	ser	ligesom	en	kage	for	mig,	hvor	man	hele	tiden	fjerner	
noget,	sådan	1%	af	det	man	har.	Og	så	kan	man	se,	at	der	bliver	ved	med	at	være	noget.	Det	er	
ligesom	det	der	paradoks	(Zenon	og	skildpadden).	
Kendetegn:	at	skabe	billeder	
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Spørgsmål	7	
MAS:	”Det	var	en	meget	upopulær	opgave.	Rigtig	mange	elever	to	gennemsnittet	af	de	to	
hastigheder”	
Ma:	”Det	første	jeg	gjorde	var	også	bare	at	tage	gennemsnittet,	og	så	tænkte	jeg	neeej.”	
Da:	”Ved	mig	var	det	faktisk	enhederne	der	ikke	passede.	(…)	Derfor	blev	jeg	ved	med	at	lave	
om	på	brøkerne,	og	jeg	blev	ved	med	at	skrive	dem	op	anderledes.”	
MAS:	”Hvad	var	det,	der	gjorde,	at	I	havde	en	fornemmelse	af,	at	det	var	forkert,	(bare	at	lægge	
tallene	sammen	og	dele	med	to)?	Resultaterne	af	de	to	metoder	jo	ikke	helt	forskellige,	så	man	
straks	kan	se,	at	noget	er	forkert.”	
Ma:	”Jeg	var	sådan	lidt	usikker	på	det	første	og	så	tænkte	jeg	at	jeg	var	helt	sikker	på,	at	det	
var	rigtig	hvis	man	regner	det	på	den	måde,	jeg	så	har	gjort.	Så	må	man	nok	hellere	bruge	lidt	
mere	tid	på	det,	og	så	være	sikker.”	
(MAS	sammenligner	med	når	folk	bruger	regneregler	de	ikke	er	sikre	på	eller	nogle	sætninger	
de	ikke	helt	forstår	men	man	bruger	den	alligevel	og	det	er	forkert.	Men	I	vil	gerne	forstå	det	
man	gør	og	ikke	bare	bruge	en	eller	anden	regneregel)		
Ma:	”Det	kom	sådan	lidt	hen	ad	vejen	–	det	er	nok	sådan	her	det	skal	regnes,	men	jeg	havde	
ikke	nogen	fast	idé	om	hvordan	på	forhånd.	
Da:	”Det	samme	her.	Det	var	først	i	2.	eller	3.	forsøg	at	det	sådan	rigtig	gik	op	for	mig,	hvordan	
det	skulle	hænge	sammen.”	
Ma:	”Så	var	det	til	gengæld	rimelig	tydeligt	at	det	var	den	rigtige	måde	at	gøre	det	på.”	
Kendetegn:	overensstemmelse	mellem	begrebsdefinitioner	og	begrebsbilleder.	At	man	ikke	
overgeneraliserer.	
	
Spørgsmål	8	
Her	havde	eleverne	meget	svært	ved	at	sætte	ord	på,	hvad	de	havde	tænkt,	for	at	komme	frem	
til	løsningen.	Den	ene	havde	beregnet	pizzaens	areal/kr	og	den	anden	pris/arealenhed.	Det	
fremgik	dog,	at	de	havde	et	billede	at	en	pizza	som	en	skive	(tykkelsen	var	ikke	nødvendig	at	
tage	hensyn	til,	da	den	var	den	samme	for	begge	pizzaer).	Når	man	først	så	pizzaen	som	en	
cirkelskive,	var	der	ikke	langt	til	at	beregne	arealerne	af	de	to	pizzaer	og	se	dem	i	forhold	til	
prisen.	
Kendetegn:	at	skabe	billeder.	
	
Spørgsmål	11	
MAS:	”Hvad	tænker	I	på,	når	I	skal	løse	denne	opgave?”	
Da:	”Jeg	skal	finde	ud	af,	hvad	en	kubikcm	vejer	og	så	gange	det	op	til	en	der	har	16.	Jeg	kan	
huske,	at	jeg	tænkte,	at	det	her	var	forholdsvis	simpelt.	Men	så	kom	jeg	til	at	tænke	på…	jeg	
tænkte	kun	på	overfladearealet,	og	så	var	det	næsten	bare	at	gange	det	med	to.	Men	så	kom	
jeg	til	at	tænkte	på,	at	det	var	jo	faktisk	en	terning	(viser	en	terning	med	hænderne),	og	så	blev	
jeg	nødt	til	lige	at	lave	mine	tanker	om	igen.”	
(…)	
Ma:	”Det	er	en	rumlig	kasse”.	
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MAS:	”I	har	altså	sådan	et	billede	inden	i	hovedet?”	
Da:	”Ja,	ja.	Jeg	tror	det	er	meget	det.	Tænker	ikke	så	meget	over	om	at	det	er	en	træterning,	
men	det	er	en	firkantet	kasse.	Ikke	hvor	stor	den	er,	men	at	det	er	noget	der	bliver	ligesom	
større.”	(Viser	med	hænderne,	at	kassen	bliver	større).	
Kendetegn:	at	skabe	billeder.	
	
Spørgsmål	12	
Ma:	”Ja,	den	tog	mig	lang	tid	at	finde	ud	af,	denne	her.	Jeg	tror	nok,	det	var	den	jeg	brugte	
længst	tid	på.	Jeg	tror	faktisk,	det	var	en,	jeg	sprang	over,	og	så	tog	igen	til	sidst.”	
MAS:	”Kan	I	pege	på,	hvad	det	var,	der	var	så	svært?”	
Ma:	”Det	er	nok,	at	der	er	så	meget	tekst,	og	jeg	tænkte	ikke	lige	på,	at	det	var	en	ligning.”	
MAS:	”Det	er	pakket	rigtig	godt	ind,	at	det	er	en	ligning,	man	skal	løse.”	
Da:	”Det	sværeste	var	at	se,	hvad	er	det	egentlig,	jeg	skulle	lave	her.	Så	var	der	de	to	formler	
der.	Så	skulle	jeg	netop	finde	der,	hvor	de	krydsede	hinanden.	Og	igen,	så	synes	jeg,	at	jeg	ret	
hurtigt	visualiserede	det	som	to	linjer	igen.	Jeg	vidste,	at	de	ville	ramme	hinanden	på	et	eller	
andet	tidspunkt,	fordi	den	ene…,	ja.	Så	jeg	synes	egentlig	ikke,	at	den	tog	så	lang	tid	for	mig.	
Det	var	igen	det	der	med	teksten,	jeg	synes	var	det	sværeste.	
MAS:	Man	kan	sige,	at	de	der	to	ligninger,	de	ligner	jo	ikke	rigtig	sådan	nogle	ligninger,	vi	
plejer	at	have!	
Ma:	”nej,	det	er	lige	det”	
MAS:	”Hvordan	så	I	egentlig,	at	det	var	ligninger?”	
Da:	”Det	er	det	med,	at	når	det	står	sådan	med	et	lighedstegn,	så	oftest	er	de	bogstaver	der	
(peger),	det	er	egentlig	bare	variabler.	Det	har	jeg	ikke	svært	ved	at	genkende,	variabler,	og	så	
vidste	jeg,	at	så	kunne	jeg	erstatte	det	der	med	hinanden,	og	så	kunne	det	let	sættes	op	mod	
hinanden.	Alder	det	kunne	blive	til	x	og	så	ville	man	få	en	afhængig	variabel	og	en	uafhængig	
variabel.”	
MAS:	”D,	jeg	kan	se,	at	du	har	skrevet	”alder”	og	M,	du	har	faktisk	brugt	”x”!”	
Da:	”Det	er	jo	igen	det	der	med,	at	det	er	jo	fuldstændig	lige	meget,	hvad	der	står,	for	det	er	jo	
bare	en	variabel,	så	du	må	selv	kalde	den,	hvad	du	vil,	og	hvad	der	forvirrer	dig	mindst.	Det	er	
sådan	set	det	bedste.”	
MAS:	”Og	det	er	faktisk	også	rigtig	svært	at	forstå,	at	så	kalder	vi	den	x	i	dag	og	Henriette	i	
morgen,	og	i	fysik	kalder	vi	den	altid	t.	
Da:	”	Det	er	også	det,	jeg	mange	gange	hører	inde	i	klassen.	når	jeg	går	rundt	og	hjælper,	og	det	
gør	jeg	oftest	meget.	Så	finder	jeg	ud	af,	at	de	forstår	faktisk	ikke	helt,	det	med	variable,	og	det	
er	faktisk	noget	af	det,	de	har	utrolig	svært	ved.”	
Kendetegn:	at	skabe	billeder,	at	forstå	variabelbegrebet.	Symbol‐	og	formalismekompetencen.	
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De	to	fra	CPH	West	
Interview	med	to	elever,	M1	og	M2,	der	klarede	sig	rigtig	godt	i	testen.		
	
Spørgsmål	2	
B:	”Opgave	2,	Prøve	at	se	hvad	der	står	og	hvad	I	har	skrevet	og	genkende	hvad	det	er	I	har	
gjort.	M1	kan	du	huske	hvad	det	var	du	tænkte	da	du	gik	i	gang	med	den	opgave.”	
M1:	”Ja,	jeg	tænkte	bare	at	hvis	man	ta’r	altså	hele	opskriften	som	bliver	en	gang	dressing.	Så	
får	man	100	ml.	Så	skal	man	lave	150	ml	så	skal	man	gange	med	1,5.	For	at	få	det	man	skal	
bruge.”	
B:	”Så	ganger	du	med	”	
M1:	”1,5”	
B:	”Med	1,5	på	dem	alle	sammen	eller	bare	den	du	blev	spurgt	om?”	
M1:	”Så	skal	man	bruge	salatolie.”	
B:	”Ja.	Var	det	det	samme	du	gjorde	M2?”	
M2:	”Ja,	det	samme.”	
B:	”Det	var	det	samme	du	tænkte.	I	kunne	se	at	det	var	den	der	1,5.	Jeg	ved	godt	det	lyder	lidt	
åndsvagt,	men	hvordan	kan	I	se	det	skal	være	1,5	man	ganger	med?”	
M1:	”Det	er	jo	fordi	man	siger	100	ml	er	1,	så	må	150	svare	til	1,5.	Det	svarer	til	at	man	
dividerer	med	100.”	
	
	
Spørgsmål	5	
B:”	I	bladrer	videre	til	opgave	5,	det	var	den	med	huset.	M2,	vil	du	lægge	ud	med	at	fortælle	
hvad	du..”	
M2:	”Altså,	jeg	prøvede	at	regne	ud	hvor	højt	huset	var	ud	fra	den	røde	mand	der	stod	der	
(peger	på	billedet)	og	så	antog	jeg	bare	at	den	gennemsnitlige	højde	på	en	mand	er	1,80	
meter.”	
B:	”ja,	hvor	måler	du	så	henne	på	huset.”	
M2:”	Den	samme	side	som	den	han	står	på	og	så	tager	jeg	hvor	mange	gange	han	kan	stå	oven	
på	sig	selv.”	
B:”	Det	vil	sige	at	det	er	cirka	her	du	måler	og	peger	på	billedet.”	
M2:	”ja”	
B:”	Det	vil	sig	sådan	cirka	der	hvor	han	står?	Hvorfor	måler	du	ikke	ude	i	siden?”	
M2:”	Ja,	det	ved	jeg	faktisk	ikke.	At	jeg	ikke..	altså..	Jeg	tog..	Det	ville	nok	være	lidt	nemmere	at	
se	her,	efter	som	det	er	der	han	står	i	forhold	til..	ja..	eh..”	
B:”	Ja,	det	er	rigtigt	det	du	har	gjort,	det	er	mere	sådan”	
M2:”Ja,	jeg	vil	bare..	Antage	at	det	nok	er	nemmere	eftersom	der	er	her	han	står,	hvor	i	mod	
han	bliver	rykket	lidt	længere	frem	så	vil	han	se	større	ud	i	forhold”	
B:”	Ja,	det	er	nemlig	lige	præcis	at	have	de	rigtige	forhold.	M1	har	du..”	
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M1:”	Ja,	jeg	gik	også	ud	fra	den	røde	mand.	Jeg	gik	bare	ud	fra	at	han	var	1.85	høj	og	så	satte	
jeg	han	til	at	kunne	være	to	gange	i	stueetagen,	to	gange	på	første	sal	,	og	to	på	alle	etagerne.	
Derfor	må	de	være	lige	høje”	
B:”	Altså	du	har	også,	ja	du	har	talt	etagerne	på”		
M1:”	Ja,	jeg	gjorde	også	ligesom	M2,	da	størrelsesforholdet	op	skal	,	alt	efter	hvordan	billedet	
er	taget.”	
B;	”Ja,	det	er	nemlig	det”	
Omverdenkendskab	og	kendskab	til	perspektiv.	
	
Spørgsmål	6	
Bente;	”Så	er	der	opgave	6.	M1	vil	du	ikke	lægge	ud.”	
M1:	”Øhh,	jeg	har	svaret	at	de	begge	har	ret.	Der	vil	være	1	mio	tønde	olie	100	gange	på	100	
mio	tønder	olie.		Det	vil	så	tage	100	år.	Hvis	man	så	tager	1	%	af	det	der	er	tilbage	,	så	vil	det	
aldrig	nogensinde	blive	tømt		ud.	Det	bliver	så	utrolig	lidt	du	tager	op	til	sidst.”	
B:”	Er	der	så	noget	at	tage	ud	til	sidst?”	
M1:	”Der	vil	være	noget	at	tage	af,	spørgsmålet	er	om	man	får	noget	ud	af	at	tage	det.”	
B:”Ja,	der	ligesom	en	grænse	for	så	er	der	ikke	så	meget	af	det”	
M2:”	Der	vil	ikke	rigtig	være	noget	profit	i	det	til	sidst”	
B:”	Nej,	det	var	der	nok	ikke.	Det	er	rigtigt,	at	det	ville	holde	meget	længere.	Er	det	nogen	af	de	
samme	ting	du	har	skrevet”	
M2:	”Ja	”	
Kendetegn:	Vurdering	af	model	
	
Spørgsmål	7	
B:”	Syveren.	Den	var	der	også	mange	sjove	svar	på.	Som	jeg	husker	så	var	jeres	også	Ok	her.”	
M1:”	Altså	jeg	har	sagt	sådan	hvor	lang	tid	vil	det	tage	at	gå	op.	Så	er	hun	langsommere	end	
når	hun	går	ned.	Og	hvor	lang	tid	vil	hun	bruge	på	at	gå	ned.og	så	lægge	de	to	tider	sammen.”	
B:	”Ja,	og	hvad	gør	du	så	for	at	finde	gennemsnitshastigheden.?”	
M1:”	Jeg	har	så	sagt	åhh..	Jeg	har	skrevet	at	hun	går	4	km/timen	fordi	hun	går	8	km	på	to	
timer”	
B:	”Ja,	det	jo	det.	Hvad	med	dig	M2	har	du	også	grebet	den	an	i	gåseøjne	som	en	helt	
almindelig	fysikopgave”	
M2.”	Ja,	jeg	startede	med	at	regne	ud	at	det	tog	hende	de	to	timer	at	gå	turen.	Og	så	hendes,	ja	
halvdelen	af	turen,	ja,		mere	end	halvdelen	af	turen	har	hun	farten	på		tre	kilometer	i	timen	og	
så	seks	kilometer	i	timen	i	den	anden	tid.	Og	så	bare	regne	efter	jeg	har	fået	de	4	kilometer	i	
timen.”	
B:	”Har	I	nogen	ideer	om	hvad	de	andre	kunne	have	tænkt	forkert?”	
M1:”	De	har	vel	taget	3	og	6	og	så	fundet	medianen.”	
B:	”Ja,	det	er	der	rigtig	mange	der	skriver”	
Kendetegn:	Overensstemmelse	mellem	begrebsdefinitioner	og	begrebsbilleder.	At	man	ikke	
overgeneraliserer.	
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Spørgsmål	8	
M2:”	Ja,	jeg	er	startet	med	at	regne	arealet	ud	for	de	to	forskellige	pizzaer.”	
B:	”Hvorfor	er	du	begyndt	at	regne	arealet	ud?”	
M2:”	Det	er	jo	så	meget	pizza	der	er	og	så	har	jeg	divideret	med	prisen.	Arealet	med	prisen	og	
så	finder	man	ud	af	hvor	meget	man	egentlig	får	pr.	krone.	Så	kan	man	se	hvad	for	en	der	er	
billigst	”	
B:”	Mmm.	Hvad	har	du	gjort	M1?”	
M1:”	Jeg	valgte	at	se	hvilke	tal	gik	begge	priser	op	i	og	det	er	så	120,	og	så	har	jeg	regnet	ud	
hvor	stor	en	pizza	og	så	selvfølgelig	ganget	med	3	eller	4	alt	efter	hvilken	pizza	man	har.	Og	så	
kan	man	finde	ud	af	hvilken	en	der	har	det	største	areal	til	sidst	og	det	er	så	den	til	40	kr.”	
Kendetegn:	Skabe	billeder	
	
Spørgsmål	11	
B:”Så	skal	I	bladre	helt	frem	til	spørgsmål	11.	M1	hvis	du	vil	lægge	ud.”	
M1:”	Ja,	jeg	har	sagt	at	den	bliver	8	gange	så	stor,	fordi	at	siderne	på	den	første	terning	bliver	
så	2	gange	2	gange	2	det	er	8.	og	så	er	det	at	når	de	bliver	dobbelt	så	store	på	den	anden	så	er	
det	4	gange	4	gange	4	som	giver	64	og	så	har	jeg	sagt	64	delt	med	8	og	det	giver	så	8,	sjovt	
nok,	og	så	8	gange	den	vægt	den	sådan	har.	Det	er	som	sagt	være	forholdet	mellem”		
M2:	”Det	er	det	samme	jeg	har	gjort.”	
B:	”Der	er	ikke	nogen	af	jer	der	har	lavet	en	tegning?”	
M1/M2:	”Næj”	
B:	”Nej,	er	det	fordi	I	kan	se	det	inden	i	hovedet,	når	I	sidder	og	laver	det.”	
M1:	”Jeg	kunne	godt	se	at	lagde	du	en	terning	der	og	en	terning	der,	og	så	en	der	og	en	her	så	
(sidder	og	former	i	luften)	vil	der	være	8	i	alt.	Jeg	ledte	nok	efter	svaret	8	og	så	gange	med	4,8.		
Kendetegn:	Skabe	billeder	
	
Spørgsmål	12	
B:	”Og	så	er	der	den	sidst	jeg	vil	høre	om,	det	er	spørgsmål	12.”	
M1:	”Jeg	tog	slavemetoden	og	tog	matematikken	og	regnede	ud	hvornår	den	ene	var	lavere	
end	den	anden.	Og	så	sagde	jeg	nu	er	jeg	pludselig	faktisk	kommet	til	at	de	giver	det	samme	
ved	de	40	år.	Så	tog	jeg	et	år	mere	og	så”	
B:	”Hvis	du	skulle	lave	den	nu?	Nu	du	har	fundet	svaret,	kunne	du	så	have	gjort	noget	andet?”	
M1:	”Ja,	jeg	kunne	prøve	at	sætte	sådan	set	isolere	x	og	så..Det	var	den	måde	der	først	faldt	
mig	ind	så,..”	
B:	”At	prøve	sig	frem”	
M1:	”ja,	det	er	det	man	har	gjort	de	først	mange	år.”	
B:	”Så	var	det	godt	at	det	var	40	og	ikke	40,7	eller	sådan	noget.”	
Begge:	”Ja,”(smågriner)	
B:	”Hvad	gjorde	du	M2”	
M2:	”Jeg	har	også	siddet	og	tastet	ind	på	lommeregneren.”	
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B:	”Så	var	det	jo	godt	at	I	måtte	bruge	lommeregneren.	Kan	I	se	nu,	at	faktisk	kunne	I	have	sat	
de	to	udtryk	lig	hinanden.	Det	er	jo	sådan	set	det	I	gør.	I	sætter	nogle	forskellige	tal	ind	og	så	
finder	I	ud	af	hvornår	de	er	ens.	Det	kunne	man	have	gjort	ved	at	lave	en	ligning.”	
Kendetegn:	Symbol	og	formalisme	
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Bilag	18	Interview	med	fire	elever,	der	klarede	sig	ringe	i	
testen.		
	
I	nedenstående	transskriptioner	er	MAS	=	Marit	Schou,	og	B	=	Bente	Pihl.	
Samtale	med	elev	A,	OTG	
Spørgsmål	2	
MAS:	”Du	har	lavet	den	rigtigt!	Kan	du	fortælle	hvordan	du	gjorde,	for	du	har	ikke	helt	
beskrevet	det.	Jo,	måske	næsten.	Men	kan	du	alligevel	fortælle,	hvad	der	skete	inden	i	dit	
hoved?”	
A:	”Jeg	fik	jo	lagt	sammen,	at	hvis	jeg	skulle	have	100	ml,	så	var	det	logisk	at	så	skulle	man	
bruge	60	og	30	og	10.	Hvor	jeg	så	kom	i	tanker	om	at	50	ml	ekstra	det	er	jo	det	halve	af	100	ml	
så	det	måtte	være	at	halvere	de	forskellige	ingredienser	for	at	få	150	ml	i	alt.	For	man	kan	ikke	
bare	sige	at	så	tager	jeg	noget	mere	at	det	her,	for	så	bliver	den	ikke	så	lækker.”	
Både	præmatematiseringen	og	matematiseringen	går	fint	i	denne	opgave.	Eleven	har	et	
”billede”	af	(kendskab	til)	salatdressing	og	er	endda	i	stand	til	at	evaluere	i	form	af	en	
forestilling	af	smagen.	At	eleven	kun	får	et	halvt	point	for	opgaven	skyldes,	at	svaret	ikke	er	
skrevet	op,	skønt	det	af	samtalen	fremgår	at	opgaven	er	løst.	
	
Spørgsmål	4	(ekstra)	
MAS:	”Så	er	der	opgave	4.	Den	er	interessant	på	flere	måder.	Dels	kiggede	vi	på	den	for	et	år	
siden,	der	stod	den	bare	lidt	anderledes,	og	så	fordi	du	denne	gang	faktisk	starter	fuldstændig	
korrekt.	Det	er	først	her	til	sidst,	at	der	går	noget	galt.”	
A:	”Nå.”	
MAS:	”Hvad	har	du	gjort?”	
A:	”Jamen	jeg	har	jo	antaget,	at	hver	lærer	har	i	alt	seks	elever,	fordi	der	er	seks	gange	så	
mange	elever,	som	der	er	lærere.	og	så	sådan	regnede	ud	hvor	mange	elever	er	der	på	et	
bestemt	antal	lærere.”	
MAS:	”Og	det	er	rigtigt.	2	lærere	har	12	elever	osv.	Så	spørger	jeg	bare,	hvordan	er	du	så	
kommet	frem	til	dem	der?	(peger	på	formlerne	i	besvarelsen	INDSÆTTES).”	
A:	”Det	var	lige	det,	der	virkede	logisk,	syntes	jeg.”	
MAS:	”Har	du	prøvet	om	det	er	rigtigt?	Hvordan	vil	du	afprøve	om	det	er	rigtigt?”	
A:	”Sådan	sætte	nogle	forskellige	tal	ind,	og	se	om	det	passer	med	at	det	er	6	gange	så	mange.”	
MAS:	”Har	du	gjort	det?”	
A:	”Næh.”	
MAS:	”Prøv	at	gøre	det!”	
A:	”Hvis	vi	siger	2	elever	gange	6,	så	er	det	jo	12,	ikke?	Det	passer	ikke.	Så	skulle	det	næsten	
være	”lærer”,	der	står	her	(peger	på	”elev”	i	formlen)	og	så	gange	6	så	man	får	eleverne.	Hvis	
vi	så	siger	(skriver)	E	=	L	gange	6.”	
MAS:	”Så	prøv	at	sætte	ind”.	
A:	”Hvis	vi	siger,	at	vi	har	3	lærere	gange	6,	det	er	så	18	elever.”	
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MAS:	”Er	det	rigtigt?”	
A:	”Om	det	er	6	gange	så	mange?	Ja,	hvis	der	er	6	elever	på	hver.	Skal	jeg	lave	flere	
udregninger?	Eller	om	jeg	bare	skal	omskrive	den?”	
MAS:	”Kan	du	måske	sætte	en	ring	uden	om	det	rigtige	udtryk?”	
A:	”Det	må	jo	så	være	den	her.”	
MAS:	”Hvad	har	du	så	lært	lige	nu,	i	forhold	til	næste	gang,	du	skal	lave	sådan	noget	her?”	
A:	”Jeg	skal	prøve	at	sætte	nogen	tal	ind!”	
	
Spørgsmål	5	
MAS:	”Opgave	5,	hvad	lavede	du	der?”	
A:	”Jeg	fortalte	bare	kort,	at	jeg	manglede	et	målestoksforhold	i	forhold	til	bygningen.	Så	jeg	
har	egentlig	som	sådan	ikke	lavet	den,	for	ud	fra	menneskene	kan	man	ikke	sige	hvor	stor	
bygningen	er.	Men	jeg	vil	sige,	at	hvis	der	var	et	menneske	stående	direkte	op	af	her	(peger	på	
det	forreste	hjørne),	Så	kunne	vi	måske	finde	ud	af	det	ved	at	antage	at	vi	har	en	
gennemsnitshøjde	på	et	menneske	som	så…	hvor	mange	mennesker,	man	så	kan	stable	op	af”.	
MAS:	”Hvad	er	problemet	ved	at	gøre	det,	nogen	af	de	andre	steder,	hvor	der	står	
mennesker?”	
A:	”Den	er	skæv.	Man	kan	sige,	at	hvis	vi	havde	et	menneske	stående	her	(peger	på	bygningens	
kant	i	venstre	side),	så	hælder	den	for	meget	her	(peger	på	tagets	kant)	i	forhold	til	hvordan	vi	
har	vinklen	ind	på	bygningen.”	
Samtalen	viser,	at	A	faktisk	er	i	stand	til	at	præmatematisere	problemet,	men	er	blevet	
bremset	da	hun	er	opmærksom	på	perspektivet	i	bygningen,	og	der	ikke	står	en	person,	som	
kan	benyttes	som	målestoksforhold,	på	den	lodrette	linje	forrest	i	billedet.	Det	fremgår	ikke	
om	A	ville	være	i	stand	til	at	udføre	matematiseringen	i	praksis,	hvis	dette	havde	været	
tilfældet.	
	
	
Spørgsmål	6	
MAS:	”Kan	du	prøve	at	uddybe,	det	du	har	skrevet?”	
A:	”Hvis	vi	siger,	at	vi	har	en	oliepøl	her	(tegner	en	cirkel)	og	vi	tager	1	%	af	den,	så	vil	der	ikke	
være	den	samme	mængde	i	oliepølen,	fordi	du	har	taget	1	%.	Så	hvis	man	tager	1	%	af	den	
nuværende	oliepøl,	så	er	det	1%	af	en	mindre	oliepøl,	end	der	var	sidst	man	tog	af	den.”	
MAS:	”Nemlig,	og	hvad	er	det	så	der	sker,	når	man	bliver	ved	med	at	gøre	det	år	efter	år?”	
A:	”Så	forsvinder	det	jo	stille	og	roligt.	Så	hører	det	på	et	eller	andet	tidspunkt.	Det	ved	jeg	
ikke…”	
Har	fint	styr	på,	at	man	fjerne	mindre	og	mindre,	men	mangler	forståelse	for	
uendelighedsbegrebet	(og	uendelig	lille).	
Har	ikke	svaret	på	den	1.	del	af	opgaven.	Samtalen	viser,	at	det	her	er	de	store	tal,	der	er	
forhindringen.	Laves	opgaven	om	til	100	tønder,	hvor	der	fjernes	1	hver	år,	er	der	ikke	noget	
problem.	
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Spørgsmål	7	
MAS:	”Den	næste	opgave…	Den	svarede	du	ikke	helt	på!	Hvad	skal	man	stille	op	med	sådan	en	
opgave?”	
A:	”Øhm.	Man	skal	jo	bruge	de	to	tal,	der	er	blevet	skrevet.	Jeg	ved	det	ikke.	Jeg	kan	ikke	se	mig	
ud	af	det.	Et	eller	andet	siger	mig,	at	jeg	skal	tænke	fysik,	for	der	er	noget,	med	noget	distance	
og	noget	fart.”	
Kommer	igennem	med	hjælp	og	spørgsmål	som:	”hvordan	defineres	fart?”,	”hvor	langt	har	
hun	gået?”,	”hvor	lang	tid	har	hun	været	om	at	gå	op?	ned?”	osv.	
Der	er	stadig	problemer	med	algebraen	(”jeg	er	ikke	så	god	til	det	der	med	brøker”),	da	
udtrykkene	er	stillet	op.	Bliver	hurtig	forvirret	og	kan	ikke	sekvensere,	så	de	enkelte	dele	
blandes	sammen.	
	
Spørgsmål	8	
MAS:	”Du	har	tegnet	noget.	Det	synes	jeg	er	en	god	idé.”	
A:	”Ja,	men	jeg	er	ikke	sikker	på,	at	de	er	rigtige.	Jeg	synes,	de	er	meget	små.”	
MAS:	”Jah,	men	det	kommer	jo	an	på	det	målestoksforhold	igen	jo.	Hvad	er	det?	10	kroners	
forskel,	og	pizzaen	er	kun	10	cm	i	diameteren.	Når	nu	man	kigger	på	sådan	et	stykke	pizza.	
Hvad	plejer	man	så	at	måle	sådan	et	stykke	pizza	i?	Hvis	du	gerne	vil	vide,	hvor	meget	pizza	
du	får,	hvad	måler	du	så	pizzaen	i?	Er	det	diameteren	du	måler	den	i?	”Goddag,	jeg	vil	gerne	
have	3	diameter	pizza!”	
A:	”…”	
Kan	slet	ikke	komme	i	gang	med	opgaven.	MAS	taler	om	arealer	og	rumfang	som	mål	for	
pizzaen,	og	herefter	går	samtalen	videre.	
MAS:	”Hvordan	finder	du	så	ud	af	hvad	for	en	pizza,	hvor	du	får	mest	for	pengene?”	
A:	”Så	vil	jeg	da	prøve	at	regne	ud	hvor	stor	den	er	i	forhold	til	den	anden,	sådan	arealmæssigt.	
Så	skal	jeg	jo	bruge	radius.”	
MAS:	”Kan	du	finde	den,	når	du	har	diameteren?”	
A:	”Ja,	det	er	jo	det	halve.”	
MAS:	”Kan	du	huske	arealet	af	sådan	en	pizza?	–	cirkel!”	
A:	”Det	første	jeg	tænker	på…	det	ved	jeg	ikke	om	er	rigtigt.	Det	er	pi	gange	radius	i	anden.”	
MAS:	”Ja.	(A	skriver	arealerne	op	for	begge	pizzaer).	Nemlig.	Der	er	i	hvert	fald	ikke	nogen	
tvivl	om,	at	den	store	pizza	har	det	største	areal.	Men	hvis	du	nu	skal	finde	ud	af	ved	hvad	for	
en	du	får	mest	for	pengene,	hvad	skal	du	så	gøre	ved	de	der	arealer?	Hvad	ved	du	mere	om	
pizzaerne?”	
A:	”Ikke	andet	end	hvor	meget	de	koster.	(Skriver	det	ud	for	pizzaerne).”	
MAS:	”Og	hvordan	finder	du	så	ud	af	hvor	du	får	mest	for	pengene?”	
Går	igen	i	stå.	Kommer	med	forskellige	forslag,	men	ved	ikke	rigtig,	hvad	man	får	ud	af	det.	Har	
en	fornemmelse	af	at	den	store	pizza	er	meget	større	end	den	lille,	og	at	man	får	mest	for	
pengene	her,	da	den	kun	er	10	kr.	dyrere,	men	det	lykkes	ikke	at	komme	igennem	fornuftige	
beregninger.	
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Det	er	både	præmatematiseringen	og	selve	matematiseringen,	der	går	galt	her.	A	tegner	en	
stor	og	en	lille	cirkel,	men	kommer	ikke	frem	til	at	deres	areal	er	et	mål	for	størrelsen	af	
pizzaerne.	Hun	husker	ikke,	hvordan	man	beregner	cirklens	areal,	og	kommer	slet	ikke	frem	
til	at	det	er	forhold	mellem	areal	og	pris,	man	skal	finde.	
	
Spørgsmål	11	
MAS:	”Det	er	en	interessant	opgave,	for	den	har	vi	faktisk	kigget	på	før.	Du	gætter	på	8,96.	Du	
har	lavet	en	fin	tegning	(To	kvadrater,	hvor	sidelængden	i	den	ene	er	dobbelt	så	lang	som	i	
den	anden),	og	du	er	på	vej...	Hvad	gælder	der	om	den	ene	terning	i	forhold	til	den	anden	
terning?”	
A:	”Den	store	er	4	gange	den	lille.”	
MAS:	”Hvorfor	fire?”	
A:	”Når	jeg	lægger	dem	op	ved	siden	af	hinanden,	så	ligner	det	at	den	kan	dække	sådan	fire	
gang	(peger).”	
MAS:	”Hvorfor	fik	du	så	8,96?	og	hvorfor	skrev	du	”dobbelt”?”	
A:	”Ja,	det	ved	jeg	heller	ikke.	Fordi	jeg	har	glemt	de	fire?	Jeg	tror	ikke,	jeg	har	tænkt	videre	
over,	at	den	var	fire	gange	så	stor.”	
MAS:	”Du	har	fuldkommen	ret	i,	at	det	der	kvadrat	er	4	gange	så	stort	som	det	der	(peger).	
Men	er	det	her	et	retvisende	billede	af	terningen?	Er	det	terningen,	man	kan	se	her?”	
A:	”Nej,	det	er	kun	den	ene	overflade	af	terningen.	Der	må	jo	være	fire	af	dem	på	hver	side.	
Hvis	man	prøver	at	tegne…	(tegner	en	rumlig	figur)	Så	bliver	den	større	på	alle	leder.”	
MAS:	”Prøv	at	tegn	en	af	de	små	ind.	Hvor	ligger	den	henne	på	den	store?”	
A:	”Den	ligger	jo	her	(tegner).”	
MAS:	”Stikker	den	bagud?	eller	ligger	den	kun	på	den	der	overflade?”	
A:	”Den	stikker	jo	bagud.”	
MAS:	”Prøv	at	tegne	hele	den	lille	terning	ind”	
A:	”(Tegner	helt	korrekt).	Den	vil	ligge	sådan	her.”	
MAS:	”Hvor	mange	af	de	små	kan	der	så	være	i	den	store?”	
A:	”(Mumler	og	tegner).	1,	2,	3…	Det	må	jo	så	være	8	ud	fra	hvad	jeg	kan	se.”	
MAS:	”Hvordan	kan	du	så	regne	ud,	hvor	tung	den	nye	terning	var?”	
A:	”Skal	vel	gange	med	8.	Er	det	så	4,8	g	ganget	med	8?	Det	skriver	jeg	lige!”	
Ser	et	par	tal	(2	og	4)	og	bruger	dem	til	at	regne	den	dobbelte	værdi	ud.	
A	har	lavet	en	todimensional	tegning,	og	ved	godt	at	det	ene	areal	er	4	gange	så	stort	som	det	
andet.	Men	der	mangler	den	rumlige	dimension,	det	rigtige	”billede”	på	virkeligheden.		
	
Spørgsmål	12	
A:	”Den	fattede	jeg	ikke	en	skid	af.	Jeg	prøvede	med	en	masse	forskellige	tal,	men	det	gik	ikke	
op,	og	så	gad	jeg	ikke	mere.”	
MAS:	”Prøv	at	starte	i	den	ene	ende,	og	så	få	alt	det	væk,	der	ikke	er	særlig	vigtigt.	(Meget	lang	
pause).	Se,	der	står	”formel”.	Det	ligner	ikke	rigtigt	en	formel.	Kan	du	lave	den	om	til	noget,	så	
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den	ligner	en	formel?	Kalde	nogen	af	tingene	noget,	så	det	bliver	en	formel,	du	kan	regne	
videre	med.”	
A:	”Hm,	det	er	jo	en	frekvens.	Nu	kan	jeg	ikke	huske,	hvad	symbolet	for	frekvens	er.	Er	det	f?”	
MAS:	”Ja,	det	kan	både	være	et	f	og	et	ny.	Men	du	kan	også	bare	bruge	x	og	y.	Hvad	er	det	for	en	
man	kan	ændre	på	her	i	formlen?”	
A:	”Det	er	alderen,	så	det	er	vel	x,	og	det	der	er	så	y.”	
MAS:	”Prøv	at	skrive	formlen	ned,	sådan	som	du	har	den	nu.	(A	skriver).	Nyere	forskning	viser	
at	den	faktisk	ikke	er	rigtig.	Nu	ser	den	ud	på	en	anden	måde.	Kan	du	prøve	at	skrive	den	op	
på	samme	måde?	(A	skriver).	Så	har	du	streget	nogen	under,	fint	nok.	Nu	skal	man	finde	ud	af	
hvornår	man	er	yngre,	og	hvornår	man	er	ældre.	Hvad	skal	du	så	nu?	Fra	hvilken	alder	
forhøjes	den		anbefalede	hjertefrekvens?”	
MEGET	LANG	PAUSE	
MAS:	”Lad	mig	spørge	en	lille	bitte	smule	anderledes.	Ved	hvilken	alder	er	det	lige	meget	
hvilken	formel	man	bruger?”	
A:	”Ja	men	så	må	det	jo	være,	når	de	er	lig	med	hinanden	de	to.”	
MAS:	”Nemlig.	Hvordan	vil	du	finde	ud	af	det?	(lang	pause)	Ser	du	noget	for	dig?	(lang	pause)		
y	=	220	–	x,	hvad	er	det?”	
A:	”Det	er	jo	en	dum	funktion.”	
MAS:	”Ja,	kan	du	sige	noget	om,	hvordan	den	ser	ud?”	
A:	”Den	må	jo	være	lineær.”	
MAS:	”Kan	du	sige	noget	om	hvad	hældingskoefficienten	er?”	
A:	”x	eller	–x.”	
MAS:	”Neej.	Hvor	er	det	man	aflæser	hældningen?”	
A:	”Nå	nej.	Det	er	220,	er	det	ikke?”	
MAS:	”Hvor	der	det	man	aflæser	220?”	
A:	”Er	det	den	man	aflæser	på	y‐aksen?”	
MAS:	”Ja	(forklarer).”	
A:	”Det	er	fordi	den	vender	forkert.”	
MAS:	”Så	prøv	at	skrive	den	op,	sådan	som	de	er	vandt	til	at	se	den.	(A	skriver	udtrykket	op	
uden	problemer).	Hvad	er	så	hældningskoefficienten?”	
A:	”Du	siger	at	det	er	ikke	–x.”	
MAS:	”Hældningskoefficienten	er	et	tal.	Der	er	ikke	noget	x	i.”	
A:	”1,	‐1.”		
MAS:	”Ja,	det	er	tallet	foran	x’et.	Hvordan	ser	den	så	ud?”	
A:	”Den	må	hælde	sådan	(tegner).”	
MAS:	”Nemlig.	Hvad	kan	du	sige	om	den	anden?	Du	må	gerne	skrive	om	på	den	så	den	ser	
bedre	ud.”	
A:	”(Skriver).	Det	må	så	være,	hvor	de	to	skærer	hinanden.”	
MAS:	”Kan	du	lave	en	skitse?”	
A	tegner	helt	korrekt	og	viser	skæringspunktet.	Kan	både	sige	at	den	anden	linje	starter	længere	
nede	og	er	mindre	stejl.	Kan	ikke	regne	sig	frem	til,	hvordan	man	finder	den	relevante	alder.	Med	
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de	rette	spørgsmål	kommer	A	frem	til	at	de	to	ligninger	skal	sættes	lig	med	hinanden	og	man	
skal	isolere	x.		
Eleven	kan	ikke	uddrage	hvad	problemet	er	ud	fra	teksten.	Genkender	ikke	de	to	ligninger,	
der	er	skrevet	anderledes	op	end	hun	er	vandt	til.	Hun	siger	dog,	at	hun	har	sat	forskellige	tal	
ind,	men	at	det	ikke	kom	til	at	passe.	Dette	blev	desværre	ikke	forfulgt	i	samtalen.	
Store	problemer	med	symbol‐	og	formalismekompetencen.	Der	skal	meget	hjælp	til,	før	x	til	
sidst	er	fundet.	Til	gengæld	viser	A,	at	hun	kan	benytte	sig	af	den	grafiske	repræsentation	af	
lineære	funktioner,	og	ad	den	vej	kan	komme	frem	til	et	fornuftigt	resultat.		
Samtale	med	elev	M,	OTG	
Spørgsmål	2	
MAS:	”Jeg	kan	se	at	du	har	lavet	en	figur.	Kan	du	huske	hvad	du	tænkte	lige	da	du	så	den	her	
opgave	og	havde	læst	den	igennem	og	skulle	i	gang	med	at	lave	den.”	
M:	”Jeg	tænkte	på	procenter.	For	det	er	60	ml	salatolie	og	30	eddike	og	så	10	soya,	og	de	giver	
100,	og	så	regnede	jeg	det	om	til	procent,	og	så	tænkte	jeg:	hvorfor	ikke	lave	et	cirkeldiagram	
for	at	illustrere	det?		
MAS:	”Så	du	lavede	tegningen,	inden	du	gav	dig	til	at	skrive?”	
M:	”og	så	forklarede	jeg	det	med	tekst	ud	fra	cirkeldiagrammet.	Hvor	mange	ml	man	så	skulle	
bruge	for	at	få	de	der	150	ml	dressing.	Og	der	har	jeg	bare	taget	halvdelen	af	alle	felter	og	så	
plusset	dem.”	
MAS:	”Hvorfor	har	du	taget	lige	præcis	halvdelen?”	
M:	”Jeg	tog	halvdelen,	fordi	vi	kun	skulle	bruge	50	procent	mere.”	
Skaber	et	billede	og	benytter	procenter,	som	er	noget	M	tidligere	har	vist	at	han	er	god	til.	
Matematiseringen	er	fuldført	
	
Spørgsmål	5	
MAS:	”Hvad	tænkte	du	der?	for	du	har	ikke	skrevet	så	meget.”	
M:	”Det	er	fordi	jeg	har	taget	en	lineal,	og	så	har	jeg	målt	herfra	(peger	på	den	vide	mand	til	
venstre)	fordi	jeg	synes	vinklen	var	lidt	mærkelig	(peger	hen	mod	hushjørnet	i	midten).	Og	så	
målte	jeg	her	(peger	igen	på	manden)	og	der	var	lidt	over	en	cm	og	så	antog	jeg	bare	at	det	var	
en	m	for	standardhøjden	for	et	menneske	det	er	ca.	1,70	og	så	tog	jeg	en	lineal	og	så	antog	jeg	
at	en	cm	var	en	m	og	så	tog	jeg	den	herfra	og	op	til	det	øverste	heroppe	(peger	på	kanten	langs	
hushjørnet	i	midten)	og	det	gav	sådan	ca.	10	cm.	Der	brugte	jeg	mennesker.	
MAS:	”Ja,	dit	kendskab	til	højden	af	et	normalt	menneske”	Hvorfor	valgte	du	at	måle	
bygningen	her	(peger	op	langs	hushjørnet	i	midten)	og	ikke	her	(peger	lodret	op	fra	manden	
til	venstre)?	
M:	”Øh,	det	ved	jeg	faktisk	ikke.	Jeg	tror	bare	det	er	den	streg	her,	den	gjorde	en	forskel	(peger	
på	hushjørnet).	
Er	ikke	bekendt	med	perspektiv,	men	benytter	en	linje,	der	ses	på	billedet,	selvom	
”målestokken”,	et	menneske,	ikke	befinder	sig	på	linjen.	
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Det	er	præmatematiseringen,	der	går	galt	her	hvorimod	selve	matematiseringen,	hvor	man	
bestemmer	bygningens	højde	ved	forholdsberegninger	fuldføres.		
	
Spørgsmål	6	
Eleven	læser	opgaven	op.	
M:	”Der	har	jeg	så	bare	taget	de	100	mio.	tønder	og	divideret	det	med	100	for	det	er	kun	1	
tønde	eller	1	mio.	tønder	om	året	og	det	giver	så	1	mio.	tønder	om	året	som	er	det	samme	som	
1	%,	og	da	er	det	det	samme	1	mio.	tønder	=1	%	om	året	og	så	har	jeg	give	Ali	ret.	
MAS:	”	Hvad	med	Aya,	for	hende	har	du	ikke	sagt	noget	om?”	
M:	”Åhhh.	Det	er	derfor	jeg	har	lavet	den	der	pil	(biimplikationspil)	og	der	har	jeg	jo	bare	sagt	
at	hvis	man	tager	100	mio.	tønder,	det	er	det	samme	som	100	%	igennem	100	år	så	dividerer	
jeg	det	med	100	og	så	får	jeg	1	%	og	det	er	det	samme	som	1	mio.	tønder	om	året.		
MAS	forklarer,	og	de	går	gennem	opgaven	sammen	ved	at	tegne	cirkeldiagram.	
Alis	metode	er	på	forhånd	næsten	matematiseret,	og	ved	at	omformulere	den	til	
procentregning,	hvor	alle	dele	er	lige	store,	kan	M	svare	at	metoden	er	i	orden.	Der	i	mod	går	
det	galt	ved	Ayas	metode,	hvor	idéen	med	at	fjerne	mindre	og	mindre	olie	hvert	år	ikke	er	
forstået,	og	verificeringen	derfor	ikke	kan	foretages.		
	
Spørgsmål	7	
M:	”Hvad	har	jeg	gjort	her?	Der	har	jeg	bare	taget	gennemsnittet.	Jeg	har	bare	plusset…	Jeg	
skal	lige	se	her:	3	km,	den	dobbelte	fart,	det	er	så	6	km.	Ja,	hun	stiger	op	ad	en	bakke	med	3	
km/t	og	når	hun	kommer	ned	ad	bakken	så	er	det	med	6	km/t	for	det	er	den	dobbelte	fart.	Der	
har	jeg	så	bare	sagt	3	plus	den	dobbelte	fart	som	er	6	det	er	9	km	i	timen	og	så	divideret	det	
med	2	for	det	er	2,	find	gennemsnittet,	og	det	giver	4,5.”	
MAS:	”Du	har	fundet	et	gennemsnit.	Må	man	godt	tage	gennemsnit	af	hastigheder	på	den	
måde?	Hvorfor	tror	du	man	må	tage	gennemsnit	af	hastigheder?”	
M:	”Jeg	tror	bare,	at	det	er	med	tal	at	gøre.	Jeg	så	der	var	et	tal	og	så	satte	jeg	km	bagefter.		
Matematiseringen	består	i	at	man	skal	bestemme	hvor	langt	pigen	tilbagelægger,	og	hvor	
længe	hun	er	om	det,	men	M	mangler	et	begrebsbillede	for	”fart”	og	overgeneraliserer.	Det	er	
derfor	præmatematiseringen,	der	går	galt	her.		
	
Spørgsmål	8	
MAS:	”Så	er	der	pizzaen.	Hvad	tænkte	du	der?”	
M:	”Der	har	jeg	tegnet	en	på	30	diameter	og	en	på	40	diameter	og	så	har	jeg	sådan	set	bare	
lagt	den	her	(den	lille)	ind	i	den	her	(den	store).	Så	har	jeg	taget	2	pizzaer	og	fået	den	samlede	
diameter	som	er	40	og	så	er	jeg	gået	ind	og	har	kigget	på	hvor	mange	gange	større	den	her	
diameter	det	er	10	og	det	har	jeg	illustreret	sådan	her	(se	noter)	og	så	har	jeg	så	sagt	at	til	30	
kr.	der	får	man	lidt	mere	end	hvis	man	kun	køber	en	til	40	kr.	Eller	det	er	det	samme,	
undskyld.	Tror	jeg,	var	det	sådan	jeg	skrev?	(Læser	sin	tekst.)	JA	da	har	jeg	skrevet	at	den	til	
30	kr.	kan	betale	sig	mere	end	den	til	40	kr.”	
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MAS:	”Lad	mig	lige	tegne	en,	der	passer	lidt	bedre	med	teksten.	(Tegner	2	pizzaer	inden	i	
hinanden,	hvor	den	ene	har	en	diameter	på	3	og	den	anden	på	4.)	Prøv	lige	at	markere	det	
stykke	pizza	af	den	lille,	som	man	får	for	10	kr.”	
M:	”(Tænker).	Det	er	en	tredjedel.”	
MAS:	”Så	farver	vi	for	10	kr.	pizza.	(Skraverer	en	tredjedel).	Når	nu	man	køber	den	til	40	kr.	
hvor	meget	får	man	så	mere?	Hvor	meget	pizza	får	man	for	de	ekstra	10	kr.?”	
M:	”Det	her	(peger	på	ringen	uden	om	den	lille	pizza)		
MAS:	”Hvor	stort	synes	du,	at	det	ser	ud	i	forhold	til	det	du	har	farvet?”	
M:	”Jeg	synes	det	ser	større	ud.”	
MAS:	”Hvis	nu	man	får	mere	pizza	for	10	kr.	der	(peger	på	ringen)	end	man	betaler	for	et	
stykke	pizza	derinde	(peger	på	det	skraverede)	for	10	kr.	hvad	for	en	pizza	kan	så	bedst	betale	
sig?”	
M:	”Den	her	til	40	kr.”	
I	præmatematiseringen	gør	eleven	sig	ikke	klart	at	begge	pizzaer	har	samme	tykkelse	og	der	
derfor	er	tale	om	en	cylinder.	Der	dannes	billeder	af	cirkelskiver,	men	da	det	er	ordet	
”diameter”,	som	forekommer	i	teksten,	bliver	det	denne	og	ikke	arealet,	der	benyttes	som	mål	
for	pizzaernes	størrelse.	M	laver	figurer	men	de	er	så	misvisende	i	størrelsesforholdet	at	
matematiseringen	går	galt.		
	
Spørgsmål	11	
MAS:	”Den	der	opgave,	kan	du	fortælle	noget	om	den.	Der	har	du	også	tegnet	en	figur.”	
M:	”Der	har	jeg	bare	taget	en	terning	på	4	cm	og	så	har	jeg	brugt	min	lineal	til	at	tegne	en	på	2	
cm	og	så	kan	jeg	se,	at	der	er	nogle	tomme	huller,	der	passer	rigtig	godt	til	de	her	2	cm.	SÅ	har	
jeg	bare	sagt,	at	den	er	4	gange	større	for	der	kan	være	4	af	de	der	2	cm	inden	i.	Og	så	har	jeg	
sagt	det	her	tal	(peger	på	densiteten)	gang	med	4	for	der	kan	være	4	i.	og	så	får	jeg	19,2	g.		
MAS:	”Det	er	næsten	rigtigt	–	og	supergodt	at	du	har	tegnet.	Problemer	er,	at	du	har	lavet	en	
flad	tegning,	men	hvordan	ser	en	terning	ud	i	”verden”	eller	i	virkeligheden?”		
M:	”Nå	ja,	fuck.	det	har	jeg	glemt.	Den	ser	jo	sådan	ud	(viser	en	rumlig	figur	med	hænderne).	
Det	er	ikke	kun	fladt.”	
MAS:	”Kan	du	lave	en	skitse	af	sådan	en?”	
M:	”Jeg	er	dårlig	til	at	tegne.	(Tegner).	
MAS:	”Fint.	Det	er	den	store	du	har	tegnet	der.	Hvor	ligger	den	lille	terning?”	
M:	”Hernede	i	hjørnet”.	
Med	lidt	hjælp	får	M	tegnet	en	rumlig	figur,	der	er	delt	op	i	”de	små	terninger”.	
MAS:	”Hvor	mange	af	de	små	terninger,	kan	der	så	ligge	i	den	store?”	
M:	”6?	2?”	
MAS:	”Prøv	at	tælle”	
M:	”1,	2,	3…	”(Skraverer	nogle	af	terningerne,	men	ikke	alle).”	
MAS:	Hvad	med	den	dernede	i	hjørnet?”	
M:	”Jeg	kan	ikke	rigtig	se,	hvor	den	ender.”	
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MAS:	”Jeg	ville	ønske,	at	jeg	havde	en	rigtig	terning	med	til	dig.	Men	prøv	at	se	her…	”	(laver	en	
rumlig	terning	med	6	kvadratiske	post‐it	sedler.	
M:	”Nå	ja,	nu	kan	jeg	se	det.	Så	må	der	være	8.”	
M	laver	atter	en	tegning,	men	da	den	er	todimensional	og	ikke	tredimensional	som	
”virkeligheden”,	går	matematiseringen	galt,	når	figuren	benyttes.	Til	gengæld	er	selve	
problemløsningen,	hvor	der	benyttes	forholdsberegninger,	korrekt,	
	
Spørgsmål	12	
Denne	opgave	har	M	ikke	lavet.	Det	viser	sig,	at	han	ikke	kan	finde	nogen	mening	i	teksten.	
Skønt	problemet	er	matematiseret	idet	de	to	linjers	ligninger	er	givet,	formår	M	ikke	er	
genkende	ligningerne,	der	er	skrevet	op	med	helt	andre	betegnelser	end	vanligt.	M	når	derfor	
slet	ikke	frem	til	den	matematiske	problemløsning,	der	ellers	ikke	ville	have	været	
problematisk.		
Samtale	med	Elev	C,	CPH	West	
Spørgsmål	2	
B:	”Vi	kigger	på	opgave	2	først.	Kan	du	prøve	at	fortælle	lidt	om,	hvis	du	kan	huske	det,	hvilke	
tanker	du	gjorde	dig	da	du	skulle	løse	den.”	
C:	”Ja,	jeg	tænkte	at	hvis	jeg	lægger	det	hele	sammen	så	er	det	jo	den	dressing	man	skal	bruge,	
ikke..(B	nikker)	og	100	%	af	det,	det	er	jo	100	%.		Så	30	%	af	det	vil	så	være	halvdelen	af	alle	
de	tal	der.”	
B:	”Ja,	ikke	30	%?	Vel?”	
C:	”Nej,	50	%”		
B:	”Ja.”	
C:	”Så	halvdelen	af	det	vil	være	halvdelen	af	alle	de	tal	og	det	var	jo	så	hvor	meget	salatolie	
man	skal	bruge	ekstra,	ikke.	Så	det	ville	jo	bare	være	30	ml	af	tingene.”	
B:	”Ja,	der	står	faktisk	ikke	at	du	skal	finde	hvor	meget	ekstra	du	skal	bruge,	vel.”	
C(læser	på	opgaven):	”Nå,	okay,	ikke	ekstra,	men	hvor	meget	jeg	skal	bruge	i	alt.”	
B:	”Det	er	jo	sådan	set	rigtigt	det	du	har	gjort,	men	dit	svar	er	ikke	helt	lige	i	skabet.	Men	jeg	
tror	du	har	tænkt	det	rigtige,	du	har	kunnet	se	at	der	skulle	en	halv	portion	mere	i.”	
J:	”Der	skulle	have	stået	90”	
Er	usikker	på	tallene	og	får	ikke	svaret	på	det	der	bliver	spurgt	om.	Her	er	tale	om	problemer	
med	problemløsningen	og	afmatematiseringen	.	
	
Spørgsmål	5	
B:	”Det	næste	spørgsmål	det	er	spørgsmål	nr.5.	Prøv	at	fortælle	hvad	du	gjorde”	
C:	”Jeg	tænkte,	at	jeg	skal	først	finde	et	eller	andet	jeg	kan	sammenligne	husene	med	som	jeg	
nogenlunde	kender	målet	på.	Jeg	regner	med	at	en	gennemsnitligspersons	højde	er	ca.	1	60	
tror	jeg	det	er	jeg	har	skrevet.	Og	så	tog	jeg	min	lineal	og	målte	hvor	høj	ham	i	den	røde	var.	
B:	”Hvorfor	valgte	du	ham?”	
C:	”Det,	det	ved	jeg	faktisk	ikke.	Fordi	han	var	den	eneste	med	en	anden	farve.	Eller	hende	
(han	kigger	på	billedet).”	
B:	”du	måler	den	person	og	hvad	gør	du	så?”	
C:	”Så	får	jeg	ham	til	1	cm.	Og	så	måler	jeg	hvor	højt	huset	det	er(Han	viser	det	med	fingrene).	
Og	så	ganger	jeg	antal	gange	hans	højde..	eller	dividere.”	
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B:	”Er	det	her	du	måler	huset(viser	det	samme	sted	som	før)?”	
C:	”Ja.”	
B:	”Hvis	du	nu	ser	der	hvor	han	står.	Er	huset	lige	så	højt	derover	som	her.	(der	bliver	peget	på	
billedet)”	
C:	”Nej.”	
B:	”Nej.”	
C:	”Jeg	målte	det	på	det	højeste	punkt,	hvis	det	er	det.”	
B:	”Men	tror	du	at	huset	er	højere	her	i	hjørnet?”	
C:	”Egentlig	ikke,	det	jo	nok	det	der	hvad	er	det	det	hedder	..	du	har	taget	billedet	sådan	et	
stykke	fra	optisk	..”	
B:	”Ja,	hvor	tror	du	det	er	mest	hensigtsmæssigt	at	måle	på	husets?”	
C:	”Det	ville	nok	være	her(han	peget	nu	på	stedet	ved	den	røde	mand).”	
B:	”Ja,	det	er	faktisk	der	hvor	han	står.”	
C:	Mmm	
B:	”Så	var	det	nok	blevet	en	smule	anderledes.	Hvis	du	nu	havde	valgt	den	her	person.	Hvorfor	
havde	det	været	en	skidt	idé	at	gøre	det?	Det	er	rigtigt	at	vælge	den	røde.”	
C:	”Fordi	ham	eller	hende	er	så	langt	fra	huset,	at	hun	vil	være	meget	større	i	forhold	til.”	
B:	”Ja,	det	er	nemlig	rigtig.	Det	er	faktisk	lidt	det	du	kommer	til	da	den	del	er	huset	er	tættere	
på	i	forhold	til	hvor	ham	eller	hende	faktisk	står.	Så	her	kan	man	også	sige	at	spørgsmålet	er	
delvist	besvaret.	Du	kan	se	noget	af	det,	men	du	har	ikke	tænkt(peget	på	hjørnet	af	huset	på	
billedet)”	
C:	”Nej”	
Har	delvis	fat	i	det,	men	får	ikke	brugt	det	i	sin	egen	besvarelse.	Desuden	mangler	
valideringen	af	svaret/modellen.	
	
Spørgsmål	6	
B:	”Ok.	Du	må	gerne	bladre	videre	til	næste	side	og	spørgsmål	6.”	
C:	”Der	har	jeg	svaret	forkert.	Kan	jeg	se	nu.”	
B:	”Det	kan	du	se	nu.	Hvad	har	du	svaret,	hvis	du	lige	skulle	resumere?”	
C:	”At	Ali	har	ret.”	
B:	”Ja.”	
C:	”Fordi	hvis	du	tager	1	mio	tønder	pr	år	og	der	er	100	mio	i	alt,	så	vil	der	ikke	være	mere	olie	
efter	100	år.”	
B:	”Hvad	så	nu?	Du	mener	du	har	svaret	forkert.”	
C:	”Det	jo	fordi	Aya	egentlig	også	ret,	fordi	at	tager	man	1	%	i	år,	så	vil	det	ikke	være	det	
samme	som	at	tage	1	%	til	næste	år.	Der	vil	det	være	1	%	af	en	mindre	del.	Så	det	vil	vare	lidt	
længere.”	
B:	”Ja,	det	vil	vare	lidt	længere.	Vil	det	være	slut	på	et	eller	andet	tidspunkt?”	
C:	”Ja,”		
B:	”Hvornår	vil	det	være	det?”	
C:	”Nej,	vent.	Det	vil	det	egentlig	ikke.	Fordi	hvis	vi	bliver	ved	med	at	tage	1	%,	Så	vil	det	bare	
blive	uendeligt	mindre.”	
B:	”Hvis	man	kigger	på	det	i	praksis?”	
C:	”Så	vil	det	løbe	tør.”	
B:	”Ja	1	%	af	ingen	ting,	det	bliver	ikke	meget	til	sidst.	Så	det	har	du	ret	i	at	den	havde	du	ikke	
rigtig.”	
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Har	fundet	ud	af	at	begge	har	ret,	mere	eller	mindre.	Med	hjælp	finder	han	ud	af	Aya’s	metode	
løber	også	tør	til	sidst.	Det	er	i	præmatematiseringen	at	det	går	galt,	da	han	ikke	i	første	
omgang	er	klar	over	at	det	er	to	modeller	og	derfor	bliver	svaret	ikke	det	ønskede.	
Spørgsmål	7	
C:	”Der	er	jeg	nok	kommet	til	at	lave	en	fejl.	Det	hørte	jeg	også	lidt	fra	de	andre.	Det	var	ikke	
helt	det	spørgsmålet	var,	som	jeg	har	svaret.”	
B:	”Nej,	hvad	har	du	svaret?”	
C:	”Jeg	har	svaret	i	hvor	lang	tid	det	tager.”	
B:	”Ja.	Du	har	svaret	hvor	lang	tid	det	tager.”	
C:	”Ja,	jeg	tænkte	ikke	helt	over	gennemsnitsfart.”	
B:	”Nej.	Kan	du	huske,	da	du	sidder	og	læser	opgaven,	hvad	det	var	du	sad	og	tænkte	siden	du	
svarede	som	du	gjorde.”	
C:	”Jeg	tror	jeg	læste	spørgsmålet	lidt	for	hurtigt.	Altså	hernede	overså	jeg..	jeg	læste	kun	det	
med	hvad	for	tal	jeg	skulle	bruge.	Men	uden	at	tænke	over	hvad	spørgsmålet	er.	Så	begyndte	
jeg	at	regne	på	tiden,	ikke.”	
B:	”Du	siger	du	har	fundet	at	det	tager	2	timer.	Hvad	skal	der	så	til	for	at	komme	frem	til	
svaret.”	
C:	”Hun	går	med	en	gennemsnitsfart	med	3	km,	men	det	er	kun	op	ad	bakken	ikke?	Og	ned	går	
hun	med	den	dobbelte.	Og	det	er	jo	4,5.	Så	kan	man	ta.”	
B:	”Den	dobbelt,	det	er	ikke	4,5,	vel?”	
C:	”Nå,	ja.	Det	er	6.	så	kunne	man		ikke	tage	at	gange	2	med..	med..,	det	er	lidt	forvirrende.	
B:	”Hvis	nu	jeg	siger	at	de	to	timer	er	regnet	rigtigt	ud.	Hun	bruger	faktisk	de	to	timer	på	at	gå	
op	og	ned.	Hvor	langt	går	hun	i	det	hele.”	
C:	”Der	har	hun	gået	8	km.”	
B:	”Ja.	Hvis	har	gået	8	km	på	2	timer,	hvor	hurtigt	går	hun?”	
C:	”Så	går	hun	vel	2	km	i	timen.	Næ	undskyld	4	km	i	timen.”	
B:	”Ja,	4	km/h.	Du	er	kommet	et	langt	stykke	hen	af	vejen.	Der	er	rigtig	mange	der	sagde	at	går	
hun	3km/h	den	ene	vej	og	6	km/h	den	anden	vej,	så	må	hun	gå	med	et	gennemsnit	på	4,5	
km/h.	Men	det	gjorde	du	ikke.	Du	fik	fundet	frem	til	tiden	og	det	er	næsten	svaret.	”	
Har	svært	ved	at	overskue	opgaven.	Går	i	gang	inden	han	har	overblik	over	hvad	han	skal	
svare.	Det	går	galt	med	matematiseringen	hvor	det	at	bestemme	tiden	og	strækning	ikke	
lykkes	uden	at	han	får	hjælp.	
	
Spørgsmål	8	
C:	”Det	giver	lige	så	meget,	fordi	at	hvis	den	koster	30,	eller	den	er	30	cm	og	den	koster	30.	Så	
er	det	en	krone	pr.	centimeter.	Hvis	den	er	40	cm	og	koster	40	kr,	så	er	det	også	en	krone	pr.	
centimeter.”	
B:	”Det	kan	man	godt	sige,	men	får	du	det	samme?	Hvis	du	prøver	at	tænke	over	hvad	er	det	
der	er	30	og	hvad	er	det	der	er	40.”	
C:	”man	vil	jo	ikke	få	det	samme	på	den	måde	med	den	på	40,	når	jeg	kigger	på	det	nu.	Den	
med	40	vil	diameteren	blive	bredere	og	bredere	eller	jo	ikke	på	den	den	cirkel	som	det	vil	
være	i(tegner	i	luften).	Den	vil	blive	mere	i	rundkreds.	Det	tæller..	eller	de	skal	måske	(tegne	i	
luften	et	cirkeludsnit)…”	
B:	”Nu	er	det	jo	et	spørgsmål	om	vi	har	to	pizza,	den	ene	ser	sådan	ud	og	den	anden	ser	sådan	
ud(der	bliver	tegnet	på	papir).	Det	er	tæt	på	at	de	har	fået	det	rigtige	størrelsesforhold.	Den	
her	ovre	koster	40	kr	og	den	her	koster	30	kr..	Hvis	nu	du	lægge	den	her	ind	i(der	bliver	
tegnet	en	mindre	cirkel	inden	i	den	stor	på	papiret).	Det	ekstra	pizza,	du	får	for	en	10’er,	er	
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det	det	samme	som	den	første	10’er	du	betaler	for	den	herinde	(der	bliver	tegnet	en	lille	cirkel	
inden	i	de	to	der	er	tegnet	i	forvejen)”	
C:	”Nej,	det	er	jo	næsten	hele	den	der	man	får	ekstra.	Næsten.”	
B:	”Prøv	at	forstil	dig	at	du	har	de	her	ringe	liggende	her.	Med	en	10,	20,	30	og	40.	Når	jeg	
tegner	det	sådan	her,	så	kan	du	sikkert	godt	se	at	den	her	ring(den	store)	meget	større	end	
den	inderste.	Det	betyder,	at	når	de	koster	det	samme,	så	vil	du	få	ekstra	meget	pizza	ved	at	
købe	den	store.”	
C:	”Ja,	nu	kan	jeg	godt	se	det.	Der	skulle	jeg	nok	have	tegnet	den.	Tror	jeg.”	
B:	”Hvordan…	Nu	har	du	regnet	ud	at	den	koster	1	kr/cm,	det	er	jo	fordi	du	kigger	på	
diameteren.	Det	er	jo	sådan	en	tynd	en,	den	kan	man	principielt	ikke	spise,	vel.”	
C:	”Nej,	(smiler)”	
B:	”Hvad	skulle	du	have	regnet	ud	i	stedet	for?”	
C:	”Jeg	skulle	regne	omkredsen	ud.	Tror	jeg.”	
B:	”Det	kunne	man	selvfølgelig	godt,	men		jeg	tror	at	der	er	noget	der	er	endnu	smartere.”	
C:	”Arealet?”	
B:	”Ja,	arealet.	Kan	du	huske	hvordan	man	regner	areal	ud	for	en	cirkel.?”	
C:	”Er	det	ikke	pi	gange	radius	i	anden?”	
B:	”Jo,	det	er	jo	fordi	radius	er	i	anden.	Så	hvis	du	gør	radius	større,	så	får	du	arealet,	det	bliver	
kvadratet	altså	i	anden	mere.	Hvis	du	gør	radius	dobbelt	så	stor,	så	bliver	arealet	4	gange	så	
stort.	Det	er	sådan	nogen	ting	man	skal	være	opmærksom	på.	Nogen	kan	se	det	med	det	
samme,	andre	bliver	nødt	til	at	tegne	og	andre	bliver	nødt	til	at	sidde	og	regne	på	det.	Det	var	
derfor	I	gerne	måtte	have	lommeregner	med.	Godt	så	ved	du	det	til	næste	gang	du	skal	købe	
pizza.”	
Får	ikke	dannet	de	rigtige	billeder,	da	han	selv	skal	regne.	Her	er	det	matematiseringen	der	
går	galt,	han	kan	ikke	få	dannet	de	matematiske	udtryk,	der	ville	kunne	løse	opgaven	for	ham.	
	
Spørgsmål	11.	
C:	”Den	spørg	en	terning	med	alle	side,	altså	er	lige	med	2	cm	og	den	vejer	4,8	g,	så	hvor	meget	
vejer	en	terning	hvor	alle	siderne	er	4	cm.	Så	der	har	jeg	tænkt	at	hvis	du	har	den	der	med	2	
gange	2	gange	2.	Den	vil	være	4	gange	nej	8	gange	i	en	4	gange	4	gange	4.”	
B:	”Ja,	det	er	rigtigt.	Kan	du	huske	at	du	har	lavet	opgaven	før.”	
C:	”Jeg	tror	jeg	lavede	den	første	gang	i	det	her.	Men	der	lavede	jeg	den	med	fejl	i.”	
B:	”Ja,	men	det	ser	ud	til	at	du	har	lært	noget	af	det.	Så	det	er	rigtig	godt.	Den	har	du	lavet	
rigtig.	Den	er	der	mange	af	de	andre	der	har	lavet	forkert.	De	har	ment,	at	den	blive	dobbelt	så	
tung	eller	4	gange	så	tung.”	
Genkendelsens	glæde	delvis	instrumentel	tilgang.	
	
Spørgsmål	12	
C:	”Den	forstår	jeg	ikke”	
B:	”Så	prøv	lige	at	læse	den	en	gang	til.”	
C:	”Skal	jeg	bare	læse	her	til?”	
B:	”Nej	du	bliver	nødt	til	at	læse	det	hele	for	spørgsmålet	står	først	til	sidst.”	
C:	”Jeg	skal	altså	vise	at	den	gamle	formel	er	bedre	eller	om	den	nye	formel	er	mere	
ty…(mumler).”	
B:	”Nej,	er	det	det	der	står	du	skal	vise.	Der	står	at	det	avisen	har	skrevet	er	rigtigt,	at	ved	at	
bruge	den	nye	formel	så	vil	antallet	af	hjerteslag	for	yngre	mennesker	bliver	mindsket	en	lille	
smule,	mens	det	for	ældre	mennesker	vil	forhøjes	en	smule.	Det	står	der	at	det	er	rigtigt.	Og	så	
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skal	man	finde	ud	af	hvornår	man	er	ung	og	hvornår	er	man	gammel.	Så	og	sige.	Fra	hvilken	
alder	er	det,	at	der	bliver	ændret	på	det	på	den	her	måde.	Så	yngre	får	det	nedsat	lidt	og	andre	
får	det	forhøjet	lidt.	Hvad	er	det	der	gør	det?	Er	det	formuleringen	af”	
C:	”Ja,	det	tror	jeg.	Jeg	synes,	at	den	er	rigtig	forvirrende.	Og	så	også	det	med	der	stod	
hjerteslag	pr	minut,	men	det	er	ikke	med	i	formlen.”	
B:	”Nej,	det	kan	man	selvfølgelig	godt	sige.	Det	er	fordi	det	også	hedder	noget	andet,	det	
hedder	hjertefrekvensen.	Frekvens	det	er	noget	der	er	pr.	sekund	eller	pr	minut.	Det	står	
faktisk	også	heroppe.	Der	står	hjertefrekvensen	antal	hjerteslag	pr	minut.	Det	står	forklaret	
her.	Men	det	er	rigtigt,	at	hvis	man	ikke	læser	det	meget	omhyggeligt,	så	går	det	hen	og	bliver	
svært.	Det	der	står	i	det,	er,	..”	(samtalen	fortsætter	som	en	enetale,	hvor	opgaven	bliver	
forklaret).	
Eleven	får	aldrig	forstået	hvad	opgaven	går	ud	på.	Det	går	galt	inden	den	matematiske	
problemløsning.	
Samtale	med	Elev	S,	CPH	West	
Spørgsmål	2	
B:	”Kan	du	huske	hvad	du	tænkte	da	du	fik	opgaven.	Og	hvad	du	sådan…”	
S:	”Jeg	startede	med	at	vi	viste	at	det	var	100	ml	dressing	vi	fik.	Så	startede	jeg	med	at	se	hvor	
meget	hvad,	hvor	meget	salatolie	fx	hvor	meget	det	består,	hvor	meget	det	består	altså	i	
procentdele,	af	de	hundrede.	Så	regnede	jeg	det	ud.	Og	så	i	stedet	for	så	skal	vi	så	have	150	ml	
dressing.	Så	gjorde	jeg	det	i	stedet	for	at	det	er	100	ml	dressing	så	gangede	jeg	det	med	hele	
antal	150	for	at	se	hvor	meget	det	udgjorde	for	at	se	hvad	det	udgjorde	i	procent.	Og	så	fik	jeg	
dressing..	Jeg	gjorde	så	for	hver	det	var	så	mange	milleliter	dressing	vi	havde.”	
B:	”Var	det	nødvendig	at	gøre	det	for	dem	alle	sammen,	for	at	svare	på	spørgsmålet.”	
S:	”Det	synes	jeg	var	relevant.	Fordi	så	kunne	jeg	så	om	det	passede.”	
B:	”Ja,	så	kunne	du	tjekke	svaret.	Men	det	er	faktisk	ikke	nødvendigt.	Du	kunne	nøjes	med	at	
regne	ud	for	den	ene	der	blev	spurgt	efter.	Men	det	er	rigtigt	og	det	er	også	rigtigt	det	du	er	
kommet	frem	til.	Så	det	var	en	af	dem	du	havde	rigtigt.	Du	vælger	at	lave	det	om	til	procent	og	
regner	det	ud	den	vej.”	
S:	”Ja.”	
Får	løst	opgaven	uden	de	store	problemer	og	får	valideret	sit	svar	ved	at	se	at	den	nye	
dressing	fylder	150	ml.	
	
Spørgsmål	5	
B:	”Lad	os	gå	videre	til	opgave	spørgsmål	5.	Det	er	den	med	huset.”	
S:	”Skal	jeg…”	
B:	”Ja,	fortæl	hvad	du	gjorde.”	
S:	”Jeg	så	mig	omkring	og	så	så	jeg	at	det	bare	var	en	bygning.	Så	kunne	jeg	ikke	finde	nogen	
bestemte	målinger	der	var	på	bygningen	eller	på	andre	ting.	Så	antog	jeg	at	det	menneske	der	
stod	ved	siden	af	bygningen.	Så	antog	jeg	normal	højde	af	et	menneske	og	så	tog	jeg	en	lineal	
og	så	fortsatte	jeg	den	op.”	
B:	”Hvilken	person,	nu	sidder	du	og	peger..”		
S:	”Ham	den	røde	der”	
B:	”Ja,	hvorfor	valgte	du	den	røde.”	
S:	”Fordi	han	så,	han	var	tættest	på	bygningen.	Så	valgte	jeg	bare	ham.”	
B:	”Så	målte	du	hvor	han	eller	hun	var.”	
Side	225	af	242	
	
S:	”Så	antog	jeg	normal	højde	170	meter,	nej	cm.	Og	så	tog	jeg	min	lineal	og	målte	det	i	
centimeter	og	så	fortsatte	jeg	op.”	
B:	”Målte	du	så	op	her	og	peger	på	billedet.	Kan	du	huske	hvor	på	huset	du	målte.”	
S:	”Jeg	tror	jeg	målte	her.	Jeg	startede	med	at	måle	her	optil.	Men	så	tænkte	jeg	at	han	være	
tættest	på	det	punkt	her,	så	jeg	måtte	regne	op	ad	her.”	
B:	”Så	det	var	det	du	endte	med	at	gøre.”	
S:	”Ja.”	
B:	”Det	er	så	også	det	rigtige.	Hvad	vis	du	havde	målt	her,	hvad	så?	”	
S:	”så	ville	målestoksforholdet	mellem	her	og	her.	Han	ville	ikke	være	så	tæt	på	den	del	af	
bygning	i	forhold	til	den	del	af	bygningen.	Så	jeg	tog	den	del	han	stod	tættest	på.”	
Har	styr	på	målestoksforholdene	her	i	opgaven	
	
Spørgsmål	6	
B:	”Hvis	du	så	bladrer	videre	til	næste	side,	så	er	der	spørgsmål	6.	Den	har	du	så	slet	ikke	
svaret	noget	på.	Du	kan	lige	læse	den	igennem,	så	du	kan	huske	hvad	det	var	den	gik	ud	på.”	
S:	”Jeg	gik	bare	helt	i	stå	på	den	opgave.	Jeg	vidste	ikke	rigtigt.”	
B:	”Hvad	er	det	i	det	der	gør	at	du	går	i	stå?”	
S:	”Jeg	skal	give	en	ret.	Og	det	er	svært,	at..	jeg	synes..	det	er	svært	.	Sådan	sproget	det	er	
anderledes	fx	der	bliver	fortalt	vi	skal	i	stedet	for	at	blive	givet	en	bestem	opgave	Jeg	skal	gøre	
sådan	sådan	og	sådan	og	så	kan	jeg	bruge	en	bestemt	formel	for	at	beregne	det.		Så	står	det	
bare	løs.	Og	sådan	det	har	jeg	svært	ved	at	forstå.	Jeg	vidste	ikke	rigtig	hvordan	man	skulle	
bevise	det,	at	en	havde	ret.”	
B:	”Når	du	kigger	på	den	nu.	Har	du	nogen	ide	om	hvordan	du	kunne	bevise	eller	
sandsynliggøre	hvem	der	har	ret?”	
S:	”Jeg	forstår	den	stadig	ikke.”	
B:	”Du	forstår	den	ikke.”	
S:	”Nej,	jeg	kunne	tage	og	sige	at	vi	har	100	mio	tønder	olie	og	hun	siger	at	det	vil	være	1	%	
der	vil	være	der	aldrig	udslipper	af	de	100	mio.	Og	han	siger	at	efter	hvis	der	hvert	år	
udvindes	1	mio	så	vil	det	være	brugt	op	efter	100	år.	Så	vil	det	sige	at	efter	100	år	..så	er	det	er	
som	om	han	bare	siger	altså	hvert	år	så	er	der	1	mio	og	talt	op	til	at	der	er	100	år.	Hun	har	
taget	en	procentdel	ud	af	de	100	mio	og	sagt	at	det	aldrig	vil	udslippe.”	
B:	”Det	er	jo	rigtig	nok,	men	han	ret	i	hvis	man	tager	1	mio	tønder	om	året	vil	det	så	være	tomt	
om	100	år.?”	
S:	”(lang	pause)	Nu	hvor	jeg	tænker	over	det	så	kan	jeg	ikke	give	ham	ret.	Jeg	har	stadig	svært	
ved	at	forstå	opgaven.”	
B:	”Ok,	vi	prøver	at	lave	en	lidt	anden	en.	Nu	er	det	efterår	så	er	der	meget	frugt.	Der	er	mange	
æbler,	hjemme	hos	mig	der	vælter	de	ned	ad	træet.	Jeg	går	ud	og	samler	nogle	af	de	æbler	op	
og	plukker	nogen	fra	træet.	Jeg	har	nu	100	æbler.	Så	når	jeg	spiser	1	æble	om	dagen,	hvor	lang	
tid	går	der	så	før	der	ikke	er	flere	æbler	tilbage?”	
S:	”Og	du	har	hundrede	æbler,	så	vil	der	gå	100	dage.”	
B:	”ja.	Der	vil	gå	100	dage.	Det	svarer	det	lidt	til..”	
S:	”Så	har	han	ret.”	
B:	”så	han	har	i	hvert	fald	ret	i	det	han	siger,	hvis	man	gør	det	på	den	måde.	Så	kan	man	så	
sige,	ja	nu	kan	det	nok	ikke	helt	lade	sig	gøre.	Hvis	vi	nu	siger	at	vi	se	på	det	lidt	som	Aya	siger.	
Jeg	har	100	æbler	og	spiser	1	%	af	æblerne	hver	dag.	Jeg	kigger	på	hvor	mange	har	jeg	og	
tager	1	%.	Så	den	første	dag	vil	jeg	så	spise	1	æble.	Hvad	så	den	næste	dag?”	
S:	”Du	vil	spise	1	%	af	de	æbler	der	er	tilbage.”	
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B:	”Man	skal	så	skære	lidt	i	dem.”	
S:	”ja”	
B:	”Ja	eksemplet	med	æbler	er	nok	ikke	så	godt	her.	Hvis	vi	så	bliver	ved	med	at	tage	1	%	hver	
dag.	Hvornår	er	der	så	ikke	flere.”	
S:	”til	sidst	er	der	kun	1	%	tilbage	og	den	må	vi	så	tage.	Nej,	det	kan	man	ikke.”	
Samtalen	fortsætter	lidt	endnu	med	et	par	andre	eksempler,	men	S	har	stadig	svært	ved	at	der	
til	sidst	vil	være	så	lidt	tilbage	at	det	ikke	kan	måles.		
Hun	kan	ikke	finde	ud	af	hvad	opgaven	går	ud	på.	Ser	ikke	at	det	er	to	forskellige	modeller	der	
skal	sammenlignes.	Det	går	galt	i	præmatematiseringen	
	
Spørgsmål	7	
B:	”Lad	os	gå	videre	til	opgave	7.	Den	har	du	streget	på.	Den	har	du	nok	været	sur	på.”	
S:	”ja	(læse	pause),	ja,	vejen	op	er	4	km	og	hun	kan	gå	3	km	på	1	time	og	hun	kan	gå	6	km,	da	
det	er	det	dobbelte,	altså	ned	ad	bakken.	Så	skal	vi	bestemme	gennemsnitsfarten	på	den	
samlede	tur.	Og	så,	så	bruger	jeg	bare	med	at	sige	at	vi	har	3	km	så	kan	hun	gøre	det	på	1	time.	
Hvad	hvis	vi	har	4?	Så	tænkte	jeg	så	vil	det	blive	altså	hvis	vi	har	1	time	så	vil	det	blive	60	
minutter.	Jeg	laver	det	om	til	60	minutter	og	så	dividere	det	med	det	antal	km	hun	kan	gå	på	
en	time.	Men…	jeg	burde	også	lave	det	her	om	til	minutter,	hvis	det	her	også	skulle	være”	
B:	”nja,	man	sige	at	det	du	har	stående	her.”	
S:	”Det	er	kilometer”	
B:	”Hvad	er	det	her?”	
S:	”Det	er	også	kilometer.”	
B:	”Nej	kilometer	i	timen	og	så	har	du	sat	60	på.	Det	er	nok	for	at	lave	det	om	til	minutter	eller	
sådan	et	eller	andet.”	
S:	”Og	så	har	jeg	prøvet	med	f.eks.”	
B:	”Det	er	rigtigt	du	har	fundet	1	time	og	20	min.	Hvad	er	det?	Det	er	sådan	set	rigtig	nok.	
Hvad	er	det	for	en	tid	du	har	fundet	der.”	
S:	”Det	er	gennemsnitsfarten	tror	jeg.”	
B:	”Nja,	det	er	jo	en	tid.	Ikke	en	gennemsnitsfart.”	
S:	”Det	er	den	tid	det	tager	hende	at	bestige	det	og	så	komme	ned	igen.”	
B:	”Er	hun	også	kommet	ned	igen?”	
S:	”Nej	det	er	kun	de	4.”	
B:	”Ja,	det	er	de	første	4	på	vej	op	du	har	regnet	på.”	
S:	”Det	vil	sige	at	jeg	mangler	de	.	Det	er	svært	for	mig	at	der	ikke	er	givet	trin	for	sådan	a)	,	b)	
og	c).	Der	er	bare	det	hele,	det	hele	der	kommer	ud.	Det	er	det	hele	der	bliver	remset	op.”	
B:	”Du	har	regnet	ud	hvor	lang	tid	hun	var	om	at	gå	derop.	Så	skrev	du	ned	og	tilbage	1	time	og	
20	og	så	lagde	du	det	dobbelte,	men	er	det	rigtigt?”	
S:	”Det	er	6	km	nedad	der	er	dobbelt”	
B:	”Det	går	jo	noget	hurtigere	nedad.	Hvor	lang	tid	vil	hun	være	om	det.	Hvis	hun	er	gået	med	
3	km	i	timen	her	og	brugt	1	time	og	20,	altså	det	der	svare	til	80	minutter.	Hvor	lang	tid	vil	så	
være	om	at	gå	ned	igen?”	
S:	”Så	vil	det	være	det	halve	af	tiden”	
B:	”ja,	hvor	meget	er	det	så?”	
S:	”Det	er	30,	det	er	40	minutter.”	
B:	”Ja,	det	er	40	min.	Hvor	lang	tid	bliver	det	så	i	det	hele?”	
S:	”40	min	og	så..	det	bliver	2	timer.”	
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B:	”Ja,	det	bliver	præcis	2	timer.	Du	har	fået	skrevet	4	timer	hernede.	Men	det	var	faktisk	ikke	
hvor	lang	tid	hun	var	om	det	men	hvad	gennemsnitsfarten	var.	Hvor	mange	km	har	hun	gået?”	
S:	”Hun	har	gået	9	km.”	
B:	”Nej,	hvad	er	det	der	står.”	
S:	”er	det	ikke	3	km	ned.	Nå,	det	er	4	km.”	
B:	”Det	er	4	km	hver	vej.	Så	hvor	langt	har	hun	gået	i	det	hele?	Nå	hun	er	gået	både	op	og	ned.”	
S:	”8	km”	
B:	”8	km	på	2	timer.	Så	hvad	er	gennemsnitsfarten?”	
S:	”Er	det	så	ikke	bare	2?”	
B:	”Hun	går	8	km	på	2	timer”	
S:	”Ja,	hun	går	8	km	på	2	timer.”	
B:	”Hvor	langt	går	hun	på	1	time?”	
S:	”Nå,	så	går	hun	4	km	på	en	time”	
Kan	ikke	skabe	de	rigtige	billeder.	Hun	er	ude	af	stand	til	selv	at	matematisere	og	dermed	
finde	de	”rigtige	formler”	
	
Spørgsmål	8	
B:	”Lad	os	se	på	opgave	8,	den	med	pizzaen.”	
S:	”Den	gik	jeg	stille	og	roligt	i	gang	med.	Og	så	troede	jeg	at	den	var	rigtig	let	til	at	starte	med.	
Jeg	kan	starte	med	at	beregne..	hvis	vi	har	samme	tykkelse,	så	er	det	diameteren	altså	arealet	
der	kan	være	anderledes.	Så	prøvede	jeg	med	formeler	at	sætte	det	ind.	Og	så	startede	jeg	
stille	og	roligt	med	at	finde	arealet	af	den	første.	Så	har	vi	radius	der	er	15	og	den	anden	med	
en	diameter	på	40	,	så	har	vi	radius	på	20	.	Så	efter	beregnede	jeg	hvad	arealet	for	begge	er.	Så	
skulle	jeg	tage	hensyn	til	prisen,	altså	om	det	var	passende	til	prisen	og	så	vidste	jeg	ikke	
rigtigt	hvad	jeg	skulle	gøre	med	prisen.”	
B:	”Nej,	nu	har	du	desværre	også	fået	regnet	dine	arealer	forkert	ud	fordi.	Du	har	fundet	en	
formel	heroppe	(peger)”	
S:	”Jeg	har	glemt	at	sætte	den	i	anden.”	
B:	”Ja,	det	har	glemt	at	få	sat	i	anden.	Så	hvis	du	havde	forsat	var	du	kommet	frem	til	at	de	
havde	kostet	det	sammen,	fordi	du	har	fået	regnet	arealet	forkert	ud.”	
Samtalen	forsætter	omkring	hvor	svært	det	er	for	S	at	læse	en	tekst	og	selv	finde	frem	til	det	
der	skal	svares.	
Skaber	billeder,	men	får	lavet	fejl	undervejs.	Jeg	er	dog	ikke	sikker	på	at	hun	var	kommet	
igennem.	Hun	har	generelt	svært	ved	at	læse	og	forstå	teksten.	Matematiseringen	går	godt	i	
første	omgang,	men	får	ikke	fundet	frem	til	det	rigtige	pga.	en	regnefejl.	
	
Spørgsmål	11	
B:	”Du	skal	bladre	frem	til	opgave	11.”	
S:	”Ja,	jeg	starter	med	at	sige	at	vi	har	2	cm	som	vejer	4,8	gram.	Så	jeg	starte	med	at	sige	hvis	vi	
har	det	nu	var	4	sider	vi	har.	Hvis	alle	sider	vi	har	var	4	cm	så	vil	jeg	sige	at	hvis	vi	havde	en	
længde	på	4	og	vægten	kunne	vi	beregne	altså	dividere	altså	gange	4,8	gange	med	antallet	af	
sider	og	dividere	med	længden.”	
B:	”Ja,	men	det	er	ikke	antallet	af	sider.	Der	er	vel	lige	mange	sider	om	det	er	en	stor	eller	lille	
terning.”	
S:	”ja,	så	der	er	6	sider	på	en	terning	normalt.	Så	vil	jeg	regne	på	hvor	meget	1	side.”	
B:	”Er	det	siden	der	vejer?”	
S:	”Nej,	altså	er	det	ikke	terning	der	vejer	noget.”	
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B:	”Jo,	man	kan	sige	at	det	er	rumfanget	eller	volumenet	der	vejer	noget.	Hvordan	finder	man	
rumfanget	af	en	terning?”	
S:	”Det	er	bare	længde	gange	bredde	gange	højde.”	
B:	”Ja,	det	er	alle	siderne	gange	sammen.	Hvis	nu	du	kigger	på	rumfanget	af	den	lille	terning.”	
S:	”Den	lille.	Det	er	2	gang	2	gange	2,	det	giver	4	,	det	giver	8.”	
B:	”Ja,	det	er	8”	
S:	”Hvis	vi	gjorde	det	samme	her	så	er	det	4	gange	4	gange	4,	det	giver	16	gange	4,	det	er”	
B:	”64”	
S:	”64”	
B:	”Hvor	meget	er	64	i	forhold	til	8?”	
S:	”Det	er	8.”	
B:	”Det	er	8	gange,	ikke	også.”		
Videre	samtale	omkring	at	opgave	har	været	med	før,	men	hun	var	ikke	med	på	det	tidspunkt	
i	grundforløbet.	
Hun	skaber	ikke	de	rigtige	billeder	og	kan	derfor	ikke	løse	opgaven	selv,	Selvom	
præmatematiseringen	næsten	er	udført	i	selv	teksten,	så	lykkedes	det	ikke	for	eleven	at	kunne	
fange	at	det	var	en	terning(rummelig	figur).	
	
Spørgsmål	12	
B:	”Vi	skal	også	lige	nå	den	sidste	og	det	er	opgave	12.	Den	har	du	vist	ikke	svaret	på	
S:	”Ja,	det	er,	når	jeg	skal.	Det	er	lidt	lige	som	med	Aya	og	Ali,	hvor	jeg	skulle	give	en	ret.	
Samtalen	fortsætter,	hvor	B	forklare	S	hvad	det	er	det	går	ud	på.	S	havde	meget	svært	ved	at	
forstå	hvad	det	er	opgaven	går	ud.	
Ingen	billeder	kunne	ikke	finde	matematikken	i	opgaven.	Forstår	ikke	at	der	er	opstillet	to	
modeller	og	derfor	sker	der	ingen	problemløsning	og	ej	heller	afmatematisering.	
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Bilag	19	Samlet	resultat	fra	de	tre	detektionstest	
Tabellen	er	delt	i	to	for	at	få	det	til	at	være	på	en	side.	Kun	2.c	(OTG)	og	2.mf	(CPH)	er	
medtaget	
	
     
Test 
1 
Test 
2 
Test 
3  SUM 
            Test 
1 
Test 
2 
Test 
3  SUM
2mf  m  44  24  11,5  86,9          2c  m  29  18,5  6,5  58,43
2c  m  43  19  11,75  79,96          2c  m  35  15  6,5  57,14
2mf  m  40  19  12,5  79,96          2c  k  32  14  8  57,54
2c  m  43  18  11,75  78,57          2mf  m  28  17  7  56,94
2c  m  41  19  11,75  78,77          2c  m  32  12  8,5  55,95
2mf  m  36  19  13  78,77          2c  k  30  15  7,25  55,95
2mf  m  38  20  11,5  77,78          2c  m  32  11  8,75  55,16
2c  k  40  19  11,25  76,98          2c  k  27  12  9,5  55,36
2c  k  36  20  10,5  74,21          2mf  m  29  12  6  48,21
2mf  m  38  19  10  72,82          2c  m  24  13  7  49,01
2mf  m  44  17  9  71,23          2mf  m  21  12  8  48,21
2mf  k  36  17  11,5  72,42          2mf  m  27  12  5  44,64
2c  m  39  18  9,75  71,43          2mf  m  21  12  6,5  44,64
2mf  m  33  19  10  69,84          2mf  m  23  17  2,5  43,25
2c  m  34  15  11,75  69,05          2c  k  27  9  5,5  41,67
2c  k  35  18  9  67,26          2mf  m  28  10  4,5  41,27
2c  k  33  19  9  67,46          2mf  k  16  12  5,5  39,29
2c  k  30  18  10,25  67,26          2mf  k  28  9  2,5  35,12
2mf  m  30  16  9,5  62,7          2mf  m  23  7  5  35,32
2c  k  37  17  6,5  61,11          2mf  k  24  7  3,5  32,34
2c  m  37  13  8,75  60,91          2mf  m  19  8  3,5  30,75
2c  k  35  13  8,75  59,72          2mf  m  23  6  3  29,17
2c  k  28  13  10,25  59,13          2mf  k  21  6  3  27,98
	
Summen	er	udregnet	ved	at	sige	 %
1 2 3
1 2 3
antal antal antal+ +
total total total
SUM =  100
3
     	
Antal1	=	antal	rigtige	i	første	test	 total1	=	56	
Antal2=	antal	rigtige	i	anden	test	 total2	=	24	
Antal3	=	antal	rigtige	i	anden	test	 total3	=	14	
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Bilag	20	Plan	for	undervisningsforløbet	på	OTG	
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Bilag	21	Afsluttende	opgaver	
	
Opgave	1	
	
På	en	rejse	til	Firenze	i	Italien	besøger	Anne	og	Muslim	en	stor	
plads.	På	muren	på	et	af	husene,	der	omgiver	pladsen,	finder	de		
en	afmærkning	(se	billedet).	
	
Afmærkningen	viser,	hvor	høj	vandstanden	var	på	pladsen		
under	en	oversvømmelse	i	1966.		
	
 Beskriv	hvordan	Anne	og	Muslim	kan	bestemme,	hvor	høj	
vandstanden	var.	(De	må	gerne	gå	rundt	på	pladsen,	tage		
billeder	osv.	men	de	har	IKKE	et	målebånd	til	rådighed!)	
	
	
	
Opgave	2	
	
En	mand	og	en	skildpadde	skal	løbe	om	kap!		
Skildpadden	får	100	meters	forspring,	før	manden	begynder	at	løbe.		
	
 Forklar	hvorfor	skildpadden	kommer	først	i	mål,	lige	meget	hvor	langt	de	løber…	eller	gør	
den?!	
	
Opgave	3	
	
Anne	og	Muslim	har	fået	hver	en	kugle.		
Annes	kugle	har	en	radius	på	1	cm	og	vejer	100	g,		
Muslims	kugle	har	en	radius	på	2	cm	og	vejer	200	g.		
	
 Hvilken	kugle	har	den	største	densitet	(massefylde)?	
	
	
	
Opgave	4	
	
Marit	trækker	en	kop	varm	chokolade	i	en	automat.	Hun	
er	så	opslugt	af	sit	arbejde,	at	hun	helt	glemmer	at	drikke	den.	
	
 Overvej	hvad	der	har	betydning	for,	hvor	hurtig	chokoladen	bliver	kold.	
	
 Lav	en	tegning	eller	angiv	et	udtryk,	der	viser,	hvordan	chokoladens	temperatur	ændrer	
sig.	
	
Opgave	5	
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Grafen	viser	en	hastigheden	af	en	bil,	der	accelererer	fra	0	til	100	m/s	på	10	sekunder.	
	
	
	
		
 Hvad	er	gennemsnitsaccelerationen	i	intervallet?	
	
 Hvor	stor	er	accelerationen	(ca.)	i	det	øjeblik,	bilen	har	kørt	6	sekunder?	
	
	
	
	
	
	
	 	
tiden	i	sek.	
hastighed	i	m/s	
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Bilag	22	Matematikforestillinger	
Spørgsmål,	der	er	blåtonet,	omhandler	i	særlig	grad	modellering	
	
 Enig Uenig Tja… 
Jeg er sikker på, at jeg vil klare mig godt i matematik Ma, D, M  A 
Når jeg arbejder hårdt, kan jeg forstå, det vi laver i matematik Ma, D, A, M   
Matematik handler mest om at huske  A, M Ma, D 
Det er godt at diskutere og lave matematik i grupper D, A, M  Ma 
Matematik er et vigtigt fag Ma, D, A, M   
Det jeg lærer i matematik, kan jeg bruge i andre fag Ma, D, A, M   
Matematik gør det nemmere at forstå den verden jeg lever i Ma, D, A, M   
Matematik udvikler sig hele tiden, og man opdager stadig nye ting Ma, D, M  A 
Alle kan lære matematik Ma, D, A  M 
At lave fejl, er en del af at lære matematik D, A, M  Ma 
Man kan ofte finde den rigtige løsning på flere forskellige måder Ma, D, A, M   
De, der er gode til matematik, kan løse enhver opgave på få minutter  Ma, D A, M 
Matematik handler mest om tal og beregninger D Ma, A, M  
Det kræver hårdt arbejde at lære matematik A, M D Ma 
Man lærer matematik ved at løse opgaver Ma, D, M  A 
Det er svært at løse en opgave, der kun er formuleret med ord  D, M Ma, A 
Der er kun én måde at komme frem til et korrekt svar på, og for det meste er det vha. en 
regel som læreren lige har vist os D Ma, M A 
Matematikopgaver har ét og kun ét rigtigt svar D M Ma, A 
Hvis jeg ikke straks ved, hvordan jeg skal lave en opgave, kan det ikke betale sig at 
bruge lang tid på den   
Ma, D, 
A, M  
I matematik skal man sommetider selv opstille ligninger, der skal løses Ma, D, A  M 
Når jeg har forstået beviset for en regel, er det nemmere at bruge den, når jeg laver 
opgaver 
Ma, D, 
A, M   
Matematik skaber billeder i mit hoved D, M  Ma, A 
Selvom man beviser noget ved at regne med bogstaver, er det ikke sikkert, at det gælder 
for alle tal A M Ma, D 
Vi laver mest beviser i matematik, fordi matematiklærere synes, det er meget vigtigt  D, M Ma A 
Vi bruger kun matematiske ræsonnementer, når vi skal bevise noget  A, M  Ma, D 
Man kan godt bruge regneregler til opgaveregning uden de er blevet vist Ma, D, M A  
Jeg laver tit en tegning, når jeg arbejder med et matematisk problem A, M  Ma, D 
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Bilag	23	Analyse	af	detektionstest	3	(M.	Niss,	2013c)	
	
Spørgsmål 1 
Det	følgende	kan	forekommer	overdrevent	pedantisk,	 for	 ikke	at	sige	komisk.	Men	nu	og	da	
kan	det	måske	være	oplysende	at	analysere	selv	det	åbenbare.	
Opgavens	kerne	er	præmatematiseringen:	Der	indgår	ingen	empiriske	data	om	hvor	lang	tid	
det	 tager	 forskellige	mennesker,	 herunder	Hans	og	Grethe,	 at	 tilbagelægge	 strækningen.	De	
gjorte	forudsætninger	‐	at	G	skal	bruge	(mindst)	8	min.,	og	at	H	og	G	skal	følges	ad	–	er	dermed	
ikke	til	diskussion.	Det	antages,	ud	fra	kendskab	til	konsekvenserne	af	disse	forudsætninger,	
at	hvor	G	 ikke	kan	sætte	sit	 tempo	op,	kan	H	sætte	sit	ned.	Det	er	altså	den	 langsomste	der	
bestemmer	 farten.	 Hvis	 opgaven	 volder	 vanskeligheder,	 er	 det	 i	 denne	 afkodning	 af	
opgavesituation	og	 –formulering,	 som	hviler	på	 at	 opgaven	 tages	 for	pålydende	og	 ikke	 ses	
som	anledning	til	at	udføre	ubegrundede	aritmetiske	operationer	på	6	og	8.		
Resultatet	af	præmatematiseringen	er,	at	matematiseringen	koges	ned	til	at	oversætte	6	min.,	
hhv.	8	min.	til	tallene	6	og	8,	hvor	det	matematiserede	problem	er	at	bestemme	det	største	af	
de	to	tal.	
Der	er	ingen	reel	matematisk	problemløsning	på	færde,	eftersom	det	jo	er	klart	for	alle	at	6	<	8.	
Den	matematiske	løsning	er	altså	tallet	8.	Afmatematiseringen	består	så	i	at	sætte	enhed	på	og	
derved	opnå	real‐world	svaret	8	min.		
En	validering	af	modellen	(som	der	ikke	er	basis	for	i	testen),	ville	bestå	i	at	skaffe	en	sværm	af	
data	på	Hans	og	Grethes	 faktiske	 tempi	 i	den	betragtede	vandring,	 for	derved	at	undersøge	
holdbarheden	af	de	gjorte	forudsætninger	og	konsekvenserne	heraf	for	modelleringen.	
	
Spørgsmål 2 
Ad	præmatematisering:	Vi	 skal	 lave	 ”den	samme	dressing”	 i	 et	volumen	der	er	50	ml	 større	
end	det	oprindelige.	At	der	er	tale	om	”den	samme	dressing”	betyder	–	forudsætter	vi	–	dels	at	
den	laves	af	de	samme	ingredienser,	dels	at	forholdene	mellem	ingredienserne	er	de	samme	
for	det	større	kvantum.	Det	skal	så,	jf	opgaveformuleringen,	afgøres	hvilke	konsekvenser	det	
har	for	oliemængden.	
Matematiseringen,	som	udgør	denne	opgaves	kerne,	består	i	at	oversætte	salatforholdet	for	
100	 ml	 til	 salatforholdet	 for	 150	 ml	 til	 matematik.	 Det	 sker	 ved	 at	 sige	 at	 alle	
ingrediensmængder	skal	skaleres	med	faktoren	3/2	(eller	‐	ækvivalent	–	vi	lægger	halvdelen,	
eller	50%,		til).	Matematiseringen	fører	til	60∙(3/2)	(alias	60	+	60/2).	
Den	matematiske	problemløsning	 koges	ned	 til	blot	og	bar	udregning	af	60∙(3/2)	=	90,	 eller	
60+60/2	 =	 60	 +	 30	 =	 90.	 Selve	 disse	 udregninger	 antages	 ikke	 at	 volde	 kvaler	 for	
gymnasieelever.	
Afmatematiseringen	består	blot	i	at	tilføje	en	enhed:	Svaret	i	virkelighedsdomænet	er	90	ml.	
Hvis	modellen	skulle	valideres	ved	konfrontation	med	virkeligheden	skulle	det	ske	ved	at	man	
lavede	 to	 dressinger	 på	 hhv.	 100	ml	 og	 150	ml	 med	 de	 skalerede,	 men	 i	 øvrigt	 identiske,	
ingredienser	 og	 satte	 kyndige	 smagere	 til	 at	 prøvesmage	 om	 de	 faktisk	 smagte	 ens.	 Det	 er	
næppe		praktisk	muligt	inden	for	testens	rammer.	
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Spørgsmål 3 
Præmatematisering:	Det	først	fornødne	er	at	forstå	den	nominelle	forskel	på	T’s	og	B’s	tilbud.	
Under	fælles	 forudsætninger	(pengene	står	 i	2	år)	tilbyder	T	rentetilskrivning	hvert	kvartal,	
altså	fire	gange	om	året,	med	en	kvartalsrentesats	på	0,25%,	B	hvert	år,	men	med	fire	gange	så	
stor	 rentesats,	 af	 de	 til	 terminerne	 indestående	 beløb.	 Realitetsspørgsmålet	 er	 så,	 om	
ordningerne	giver	det	samme	eller	forskellige	resultater.	
Matematisering:	Med	et	indskud	på	S	kr.	ville	Søren	have	S	∙1,00258	kr.	stående	efter	to	år	i	T,	
men	S	∙	1,012	i	B.	Det	matematiserede	spørgsmål	er	så,	om	S	∙1,00258	=,	<,	>	S	∙	1,012.	
Matematisk	 problemløsning:	 Ved	 forkortning	med	 S	 fås	 det	 ækvivalente	 spørgsmål:	 Hvilket	
tegn	 skal	 sættes	 i	 1,00258	 =,	 <,	 >	 1,012?	 Dette	 spørgsmål	 kan	 besvares	 ved	 hjælp	 af	 en	
lommeregner,		uberørt	af	menneskeånd.	Derved	bliver	den	matematiske	problemløsning	reelt	
varetaget	af	en	anden	instans	end	eleven.	Formentlig	vil	de	fleste	elever	gribe	til	dette	middel.		
Man	 kan	 imidlertid	 også	 forestille	 sig	 en	 ”kvalitativ	 løsning”	 af	 det	 kvantitative	 problem.	 I	
bank	T	vil	 indeståendet	efter	1.	kvartal	være	S∙1,0025	kr.	Det	ville	det	også	nominelt	være	i	
bank	 B.	 Efter	 yderligere	 et	 kvartal,	 vil	 indeståendet	 i	 T	 være	 S∙1,00252,	 fordi	 der	 indgår	
renters	 rente,	men	 i	B	S∙1,005,	der	er	mindre	end	S∙1,00252	 (=	S∙(1,005	+	0,00252)).	Denne	
forskel	bliver	blot	 tydeligere,	 jo	 flere	kvartaler	der	går.	Altså	er	S∙1,00258	>	S	 ∙	1,012.	Nogle	
elever	vil	sikkert	ræsonnere	sådan,	men	nok	i	løsere	form.	
En	skarpere	matematisk	problemløsning	kunne	se	sådan	ud:	Da	alle	størrelser	er	positive,	er	
kvadratrodsuddragning	lovlig.	Herved	fås	et	simplere	ækvivalent	spørgsmål:	Er	1,00254	=,	<,	>	
1,01?	Dette	spørgsmål	kan	besvares	ved	at	se	på	det	mere	generelle	spørgsmål	(med	r	>	0):	Er	
(1+r)4	 =	 ,	 <,	 >	 1+4r?	 Da	 (1+r)4	 =	 (1+2r+r2)(1+2r+r2)	 =	 1+4r	 +	 et	 positivt	 tal	 >	 1+4r	 har	 vi	
svaret	på	spørgsmålet	 for	vilkårlige	r	>	0,	specielt	 for	r	=	0,0025.	Det	er	næppe	en	urimelig	
antagelse	at	forestiller	sig,	at	kun	få	elever	vil	gribe	til	denne	løsning.	
Afmatematiseringen	 består	 blot	 i	 at	 konstatere,	 med	 afsæt	 i	 resultatet	 af	 den	 matematiske	
problemløsning,	at	da	S∙1,00258	kr.	>	S∙1,012	kr.,	er	bank	T’s	tilbud	det	bedste.	
Eftersom	 bankreglerne	 for	 forrentning	 af	 indskud	 på	 givne	 vilkår	 er	 udtryk	 for	 en	 stærk	
præmatematisering,	 der	 bevæger	 sig	 helt	 ind	 i	 matematiseringen,	 er	 modellen	 til	
sammenligning	 af	 de	 to	 tilbud	 en	 nødvendig	 konsekvens	 af	 vilkårene.	 Derved	 er	 modellen	
forhåndsvalideret.	 Det	 kan	 i	 øvrigt	 noteres,	 at	 den	 sidste	 udgave	 af	 den	 matematiske	
problemløsning	 viser,	 at	 den	 opstillede	 model	 og	 konklusionerne	 af	 den	 uden	 videre	 kan	
generaliseres	til	at	angå	vilkårlige	rentesatser,	terminer	og	varighed.	
Opgavens	 kerne	 ligger	 i	 den	 matematiske	 problemløsning,	 men	 også	 til	 dels	 i	
matematiseringen.	
 
Spørgsmål 4 
Præmatematiseringen	er	udført	i	opgaveformuleringen,	derved	at	den	eneste	forudsætning	på	
spil	er	formuleret	mundtligt:	6	gange	så	mange	elever	som	lærere.		
Matematiseringen,	 som	 er	 opgavens	 kerne,	 er	 delvis	 påbegyndt	 i	 opgaveformuleringen,	
derved	at	der	er	sat	symboler	på	antallene	af	elever	og	lærere.	Selve	matematiseringen	består	
i	at	omformulere	oplysningen	i	opgaveteksten	til	”antallet	af	elever,	E,	er	lig	6	gange	antallet	af	
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lærere,	L”	og	oversætte	dette	til	formlen	E	=	6	∙	L,	som	fører	ind	i	det	matematiske	domæne	af	
naturlige	 tal	 med	 multiplikation	 som	 komposition.	 Vanskeligheden	 er	 her,	 som	 vi	 ved,	 at	
rækkefølgen	 i	 formelopskrivningen	 (E,6,L)	 ikke	 modsvares	 af	 rækkefølgen	 i	
opgaveformuleringen	(6,E,L),	hvilket	får	mange	elever	til	at	benytte	den	sidste	rækkefølge	til	i	
stedet	at	skrive:	6∙E	=	L.	
Der	indgår	hverken	matematisk	problemløsning	eller	validering	af	modellen,	eftersom	det	kun	
er	selve	matematiseringen	der	efterspørges.	
 
Spørgsmål 5 
Præmatematiseringen	rummer	en	del	elementer.	På	grund	af	den	forreste	bygnings	placering	
på	en	skrå	vej	er	det	ikke	spor	klart,	hvad	vi	skal	mene	med	bygningens	højde.	Faktisk	har	den	
forskellige	 højder,	 afhængigt	 af	 fra	 hvilket	 fodpunkt	 højden	 måles.	 Det	 er	 nødvendigt	 at	
idealisere	situationen,	sådan	at	højden	fra	et	bestemt,	endnu	ikke	valgt,	fodpunkt	kommer	til	
at	stå	for	højden	af	bygningen.	Fotoet	er	i	perspektiv,	hvorfor	direkte	måling	på	billedet	ikke	
uden	videre	behandling	kan	forventes	at	føre	til	et	brugbart	resultat.	Da	vi	kun	har	tilgang	til	
længder	 gennem	 fotografiet,	 må	 vi	 betjene	 os	 af	 målestoksskalering	 for	 at	 nå	 frem	 til	 et	
estimat	af	bygningshøjden.		
Som	grundlag	 for	modelleringen	vælger	vi	 at	benytte	højden	af	den	person	 (”manden	 i	den	
røde	 sweater”),	 der	 er	 tættest	 på	 bygningen,	 som	 målestok.	 For	 at	 tage	 højde	 for	 den	
perspektiviske	effekt,	må	bygningshøjden	estimeres	på	det	sted,	manden	står.	Ved	hjælp	af	en	
lineal	måles	mandens	højde	på	billedet	og	bygningens	højde	på	det	 sted	hvor	manden	står,	
begge	 dele	 i	 cm.	 Det	 antages	 at	 forholdet	 mellem	 bygningens	 billedhøjde	 og	 mandens	
billedhøjde	 er	 det	 samme	 som	 forholdet	 mellem	 bygningens	 virkelige	 højde	 og	 mandens	
virkelige	højde,	begge	målt	i	meter.	Vi	foretager	et	forhåndsgæt	på	værdien	af	H,	fx	1,80	m.	
Matematiseringen	består	nu	i	dels	at	indføre	bygningens	billedhøjde	b	og	dens	reelle	højde	B,	
dels	 mandens	 billedhøjde	 h	 og	 reelle	 højde	 H.	 Vores	 præmatematiserede	 antagelse	
matematiseres	 dernæst	 til	 B/H	 =	 b/h,	 dvs.	 B	 =	 (b/h)∙H.	 Det	 matematiske	 domæne	 er	 de	
rationale	tal	med	de	sædvanlige	kompositioner.	
Den	matematiske	 problemløsning	 består	 i	 at	 indsætte	 de	 fundne	 værdier	 af	 b	 og	 h	 og	 den	
gættede	værdi	af	H	og	deraf	bestemme	B	gennem	regninger	inden	for	de	rationale	tal.	
Afmatematiseringen	går	så	ud	på	at	tilføje	enheden	meter	til	den	fundne	værdi	af	B.	
Valideringen	 af	 modellen	 kan	 bestå	 af	 flere	 dele.	 For	 det	 første	 kan	 man	 konstatere	 at	
bygningen	 består	 af	 fire	 etager	 og	 en	 stueetage,	 adskilt	 af	 fire	 dæk.	 Sjusser	 vi	 ud	 fra	
virkelighedskendskab,	at	hver	af	de	fire	etager	er	2,5m	høj,	mens	stueetagen	er	3	m	høj,	og	at	
hvert	af	de	 fire	dæk	er	0,5	m	højt,	 fås	et	 sjus	på	den	samlede	højde	på	5∙3	=	15	m.	Det	kan	
bruges	 som	et	groft	 realitetscheck	 i	 forhold	 til	modelresultatet.	 I	 tekstens	kontekst	 er	dette	
nok	den	eneste	mulige	validering.		
For	det	andet	kan	man	–	men	næppe	i	opgavens	kontekst	‐	undersøge	effekten	af	usikkerhed	
på	 mandens	 højde	 H	 (mens	 vi	 vælger	 at	 se	 væk	 fra	 måleusikkerheder	 i	 forbindelse	 med	
opmålingen	på	billedet).	Antager	vi	at	mandens	højde	ligger	i	intervallet	(H‐∆H,	H+∆H],	ligger	
B	i	intervallet	[(b/h)H	–	(b/h)∆H,	(b/h)H	+	(b/h)∆H]	m,	dvs.	usikkerheden	på	bestemmelsen	
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af	bygningshøjden	er	(b/h)∆H,	altså	relativt		[(b/h)∆H/	(b/h)H)]	=		∆H/H,	Dvs.	den	samme	
relative	usikkerhed	på	bestemmelsen	af	bygningens	højde	som	på	bestemmelsen	af	mandens	
højde.	
Det	fremgår	at	hele	modellerinscyklussen	er	i	spil	i	denne	opgave.	
	
Spørgsmål 6 
Præmatematisering:	 Alis	 og	 Ayas	 synspunkter	 er	 baseret	 på	 to	 forskellige	 modeller	 for	
olieudvindingen.	Man	skal	derfor	ikke	tage	stilling	til	om	den	ene	model	er	mere	korrekt	eller	
rimelig	 end	 den	 anden,	 men	 til	 de	 konsekvenser	 Ali	 og	 Aya	 drager	 af	 deres	 respektive	
modeller.	Alle	kombinationer	af	ret/uret	kan	derfor	tænkes.	
I	Alis	tilfælde	antages	det,	at	der	hvert	år	udvindes	præcis	1	mio.	tønder,	hvilket	–	idealiseret	‐	
forudsætter	 at	 en	 sådan	 udvindingsform	 er	mulig,	 uden	 usikkerheder	 af	 den	 ene	 eller	 den	
anden	art,	 til	 den	bitre	 ende.	 I	Ayas	 tilfælde	antages	det,	 at	man	 til	 enhver	 tid	kan	udvinde	
præcis	1%	af	restolien	–	det	første	år	1	mio	tønder	‐		uden	usikkerheder	og	til	den	bitre	ende.	
Det	indgår	desuden	som	idealiseret	forudsætning	i	Ayas	påstand	om	at	olien	aldrig	slipper	op,	
at	 der	 altid	 vil	 være	 en	 positiv	mængde	 tilbage,	 hvoraf	 1%	 kan	 tages,	 også	 hvis	man	 på	 et	
tidspunkt	 når	 ned	 til	 blot	 ét	 oliemolekyle.	 I	 Ayas	model	 forudsættes	 altså	 –	 idealiseret	 –	 at	
enhver	positiv	oliemængde	er	delbar.	
Matematisering:	 Spørgsmålet	 om	hvorvidt	Ali	 har	 ret	 eller	 ej,	 kan	matematiseres	 til	 ”Er	det	
rigtigt,	 at	 100∙106	 ‐	 100∙106	 ≤	 0?”.	 Spørgsmålet	 om	 hvorvidt	 Aya	 har	 ret	 kan	 (fx)	
matematiseres	således:	Lad	os	kalde	oliereserven	efter	n	år	for	rn	.	”Er	det	så	rigtigt,	at	rn	>	0	
for	 alle	n,	 når	 r0	 =	100∙106,	 og	 rn+1	 =	 rn	 –	 rn	 ∙	 0.01	>	0	uanset	hvad	n	 er	 ?”.	Denne	 formelle	
matematisering	 af	 Ayas	 påstand	 må	 antages	 at	 være	 meget	 krævende,	 og	 vil	 næppe	 blive	
opnået	 af	 nogen	 elev.	 En	 løsere	 matematisering	 af	 den	 samme	 tankegang,	 men	 inden	 for	
rækkevidde	kunne	lyde:	”Er	det	rigtigt,	at	hvis	r	>	0,	er	også	r	‐	0,01∙r	>		0?”.	
Matematisk	 problemløsning:	 Spørgsmålet	 vedrørende	 Alis	 matematiserede	 påstand	 checkes	
ved	 simpelthen	 at	 konstatere,	 at	 100∙106	 ‐	 100∙106	 =	 0,	 hvilket	 bekræfter	 påstanden.	 Ayas	
formelt	matematiserede	påstand	checkes	ved	induktion:	r1	=	100∙106	‐	100∙106	10‐2	=	100∙106	
(1	 –	 10‐2)	 >	 0.	 Hvis	 rn	 >	 0,	 må	 også	 rn+1	 =	 rn	 –	 rn	 ∙	 0.01	 =	 rn	 (1–	 0.01)	 >	 0.	 I	 kraft	 af	
induktionsprincippet	er	 så	alle	 	 rn	 positive.	Dette	argument	vil	 antagelig	 ingen	elev	 (kunne)	
levere.	 Checkningen	 af	 den	 løst	matematiserede	 udgave	 af	 Ayas	 påstand,	 er	 umiddelbar	 og	
tilgængelig	for	typiske	elever:	ja,	når	r	>	0	er	også	r	–	0,01r	=	r(1‐0,01)	>	0,	eftersom	produktet	
af	to	positive	tal	er	positivt.	I	alle	fald	er	svaret	på	Alis	og	Ayas	matematiserede	påstande	”ja!”.	
Afmatematisering:	Med	svaret	på	de	matematiserede	spørgsmål	i	hånden,	kan	vi	konkludere,	
at	 Ali	 og	 Aya	 begge	 har	 ret	 under	 de	 anførte	 forudsætninger.	 Som	 sagt	 er	 det	 ikke	
overraskende,	eftersom	deres	betragtninger	refererer	til	to	forskellige	modeller.	
Validering:	Som	anført,	går	opgaven	ikke	ud	på	at	tage	stilling	til	de	gjorte	forudsætninger	og	
modeller,	men	at	tage	stilling	til	at	påståede	konsekvenser	af	dem.	Skulle	også	modellerne	og	
modelforudsætningerne	 valideres,	 stillede	 sagen	 sig	 helt	 anderledes.	 Så	 ville	 man	 skulle	
diskutere	udvindingsmetoder,	uendelig	delbarhed	etc.		
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Kernen	 i	denne	opgave	 ligger	 i	matematiseringen	 og	 den	matematiske	problemløsning,	
selv	om	også	præmatematisering	og	til	dels	afmatematisering	er	på	tapetet.	
	
Spørgsmål 7 
Præmatematisering:	 Opgaveformuleringen	 rummer	 vigtig	 præskriptiv	 modellering,	 nemlig	
begrebet	gennemsnitsfart	i	forskellige	aftapninger.	De	gjorte	forudsætninger	er,	at	Rikke	går	
op	ad	bakken	med	3	km	i	timen,	ned	ad	bakke	med	6	km	i	timen.	Man	må	endvidere	antage,	at	
vejen	ned	er	af	samme	længde	(4	km)	som	vejen	op,	selv	om	der	ikke	står	noget	om	at	ruten	er	
den	samme.	Ellers	har	opgaven	intet	entydigt	svar.	Der	indgår	ikke	oplysninger	om	ruternes	
stejlhed,	 slyngninger,	 ophold	 på	 toppen	 før	 nedturen	 etc.	 Det	 er	 alt	 sammen	 kogt	 ind	 i	
begrebet	 ”gennemsnitsfart”.	 Spørgsmålet	 der	 stilles,	 angår	 hvad	 man	 kan	 sige	 om	
gennemsnitsfarten	for	den	samlede	tur	når	man	kender	gennemsnitsfarten	for	de	to	delture.	
Matematiseringen	er	opgavens	kerne:	Når	R	går	op	med	3	km/t	tilbagelægger	hun	1	km	på	
1/3	time,	dvs.	turen	op	tager	4/3	time.	Når	hun	går	ned	med	6	km/t	tilbagelægger	hun	1	km	
på	1/6	time,	dvs.	turen	ned	tager	4/6	time.	Derved	går	hun	den	samlede	tur	på	8	km	på	4/3	+	
4/6	time,	dvs.	gennemsnitsfarten	for	den	samlede	tur	er	8/(4/3	+	4/6)	km/t.	Alternativt	kan	
matematiseringen	 finde	 sted	 via	 minutbasis,	 dvs.	 8	 km	 tilbagelægges	 på	 80	 +	 40	 =	 120	
minutter,	dvs.	2	timer.		
Matematisk	 problemløsning:	 For	 at	 bestemme	 værdien	 af	 8/(4/3+4/6)	 forlænges	 med	 6,	
hvorved	vi	får	48/(8+4)	=	48/12	=	4.	I	den	alternative	matematisering	fås	uden	videre	8/2	=	
4.	
Afmatematiseringen	 består	 blot	 i	 at	 tilføje	 enheder:	 Gennemsnitsfarten	 for	 den	 samlede	
strækning	er	4	km/t.	
Validering:	 Som	 opgavens	 betingelser	 og	 forudsætninger	 foreligger,	 er	 der	 kun	 én	 mulig	
model,	nemlig	den	foreliggende.	Modellen	kan	altså	betragtes	som	forhåndsvalideret.	Man	kan	
naturligvis	 diskutere	 konsekvenserne	 af	 ændrede	 betingelser	 og	 forudsætninger,	 ligesom	
mulighederne	for	generalisering	ligger	lige	for,	men	det	vil	ligge	uden	for	testens	rammer.	Det	
vil	 sikkert	 komme	 bag	 på	 nogle,	 at	 gennemsnitsfarten	 for	 den	 samlede	 strækning	 ikke	 er	
gennemsnittet	af	gennemsnitsfarterne.		Det	kunne	tænkes	at	føre	til	en	fornyet	gennemgang	af	
modelleringsskridtene	og	refleksion	over	hvoraf	denne	forskel	kommer.	
	
Spørgsmål 8 
Præmatematisering:	Signalordene	”samme	slags	og	tykkelse”	peger	på	en	præmatematisering,	
der	 idealiserer	 pizzaernes	 gastronomiske	 komposition.	 Vi	 forudsætter,	 at	 ”runde”	 betyder	
”cirkulære”	 (der	 tales	 også	 om	 ”diameter”	 i	 formuleringen).	 Vi	 foretager	 nu	 yderligere	 den	
idealiserende	antagelse,	at	pizzaernes	indhold	er	jævnt	fordelt	over	fladen,	således	at	der	ikke	
er	en	ufyldt	dejring	i	yderkanten	af	pizzaerne,	hvilket	kunne	have	kompliceret	modelleringen.	
Vi	antager	endelig,	at	spørgsmålet	”giver	mest	for	pengene”	skal	fortolkes	som	”mindste	pris	
pr.	pizzakvantum”	(eller	ækvivalent	som	”største	pizzakvantum	pr.	krone”).	
Matematisering:	 Vi	 vælger	 at	matematisere	 den	 enkelte	 pizza	 ved	 dens	 areal,	 dvs.	 den	 lille	
pizza	ved		 152	 (cm2)	og	den	store	ved		 202	 (cm2),	hvor	værdierne	 for	 radierne	 fås	 fra	de	
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angivne	diametre.	 Priserne	pr.	 arealenhed	 er	 så	 henholdsvis	 30/	 152	 og	 40/	 202,	 begge	 i	
kr/cm2.	Det	matematiske	univers	er	de	(positive)	reelle	tal	med	de	sædvanlige	kompositioner	
og	ordning.	Det	matematiserede	spørgsmål	er	så:	Gælder	30/	152	<	40/	202	eller	30/	152	>	
40/	202,	evt.	lighedstegn?		
Matematisk	 problemløsning:	 De	 to	 uligheder	 er	 –	 ved	 forlængning	 med	 	 og	 udregning	 og	
forkortning	med	de	naturlige	tal	–	ækvivalente	med	ulighederne	2/15	<	1/10	og	2/15	>	1/10,	
hvoraf	den	anden	holder.	Vi	konkluderer	altså,	at	30/	152	>	40/		202.		
En	trænet	modellør	kunne	have	sammensmeltet	matematiseringen	og	problemløsningen	ved	
at	sige:	Da	pizzakvantummet	for	de	to	pizzaer	skalerer	med	kvadratet	på	radius	og	prisen	kun	
med	radius,	og	da	kvadratet	på	et	positivt	tal	større	end	1	er	større	end	tallet	selv,	giver	den	
største	mest	pizza	for	pengene.	Kun	et	fåtal	af	eleverne	antages	at	fremsætte	denne	løsning.	
Afmatematematisering:	 Som	 så	 ofte	 foregår	 afmatematiseringen	 ved	 at	 der	 først	 tilføjes	
enheder,	så	vi	opnår	30/	152	kr/cm2	>		40/		202	kr/cm2.	M.a.o.	den	lille	pizza	er	dyrere	pr.	
areal	(volumen)	end	den	store.	Den	store	giver	altså	mest	for	pengene.	
Validering:	De	gjorte	forudsætninger	og	antagelser	er	ganske	indsnævrende.	Hvis	de	tages	for	
givne,	følger	modellen	og	dens	konklusioner	med	logisk	nødvendighed.	Det	vil	imidlertid	være	
let	at	modificere	forudsætninger	og	antagelser	såvel	som	realitetsspørgsmålet	ved	at	antage	at	
fyldet	kun	når	til	 fx	2	cm	fra	randen	og	så	spørge	hvilken	pizza	der	giver	mest	 for	pengene,	
hvis	 prisen	 pr.	 arealenhed	 for	 den	 fyldte	 del	 af	 pizzaen	 er	 målekriteriet.	 Det	 ville	 give	
anledning	til	en	let	modificeret	model.		
I	denne	opgave	er	hele	modelleringscyklussen	på	banen.	
	
Spørgsmål 9 
Forord:	I	denne	opgave	foreligger	der	fire	forskellige	matematiske	modelpar	–	i	form	af	par	af	
funktionsgrafer	 ‐	 til	at	repræsentere	en	situation,	og	opgaveløseren	skal	vælge	mellem	dem.	
For	 at	 kunne	 foretage	 dette	 valg	må	man	 udføre	 dele	 af	modelleringscyklussen	 (hvilket	 er	
raffinementet	i	opgaven,	som	er	en	frigivet	PISA‐opgave),	men	flere	dele	bliver	rudimentære,	
idet	 man	 hverken	 selv	 udtrykkeligt	 skal	 opstille	 en	 model	 eller	 drage	 konklusioner	 om	
virkeligheden	 ud	 fra	 den.	 Nedenfor	 gennemløbes	 imidlertid	 hele	 cyklussen	 for	 analysens	
skyld.	
Præmatematisering:	 Da	 aflønningsbetingelserne	 på	 de	 to	 avisansættelser	 er	 klart	 og	
udtømmende	 beskrevet,	 er	 præmatematiseringen	 med	 beløb,	 antal	 og	 tidsskala	 allerede	
fuldført.	Man	kan	skride	direkte	til	matematiseringen.	
Matematiseringen	er	til	dels	fuldført	i	opgaven	(	i	grafisk	form):	ZPs	aflønning	matematiseres	
med	funktionsforskriften:	 lP(x)	=	0,2x	 for	0		x		240,	og	 lP(x)	=	0,2∙240	+0,4(x‐240)	 for	x	>	
240.	Det	matematiske	domæne	er	reelle	funtioner	defineret	på	den	ikke‐negative	halvakse.	I	
mere	 kvalitativ	 form	 kan	 ZPs	 aflønning	 matematiseres	 grafisk	 som	 en	 stykkevis	 lineær	
funktion,	 først	med	grafen	gennem	origo	med	én	hældningskoefficient,	 derefter	med	grafen	
gennem	(240,48)	med	en	større	hældningskoefficient.		
ZTs	 aflønning	 matematiseres	 med	 forskriften	 lT(x)	 =	 60	 +0,05x,	 x	 	 0.	 Det	 matematiske	
domæne	 er	 lineære	 funktioner	 af	 ikke‐negativ	 variabel.	 I	 mere	 kvalitativ	 form	 kan	 ZTs	
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aflønning	matematiseres	grafisk	som	en	 lineær	 funktion	med	grafen	gennem	(0,60)	og	med	
positiv	hældningskoefficient.	
Matematisk	 problemløsning	 og	 afmatematisering:	 Der	 foreligger	 ikke	 nogen	 matematisk	
problemløsning,	 eftersom	man	 ikke	 ved	 hjælp	 af	 modellerne	 skal	 nå	 frem	 til	 konklusioner	
vedrørende	 det	 modellerede	 område.	 Af	 samme	 grund	 foreligger	 der	 heller	 ikke	 nogen	
afmatematisering	af	de	opnåede	konklusioner,	eftersom	der	ikke	er	nogen.	
Bemærkning:	 Opfatter	 man	 –	 hvilket	 giver	 god	 mening	 –	 funktionsforskrifterne	 som	 den	
egentlige	matematisering,	vil	opstillingen	af	graferrepræsentationerne	for	funktionerne	være	
at	betragte	 som	resultatet	 af	matematisk	problemløsning.	Denne	problemløsning	angår	dog	
ikke	 bestræbelserne	 på	 at	 finde	 afmatematiserbare	 svar	 på	 spørgsmål	 fra	
virkelighedsdomænet,	men	 blot	 en	matematikintern	 transformation	 af	 den	 symbolbaserede	
matematisering	til	en	grafisk.	Derfor	er	der	fortsat	ikke	nogen	afmatematisering	på	banen.		
Valideringen	 består	 i	 en	 konfrontation	 af	 de	 fire	 foreslåede	 modelpar	 (i	 form	 af	
grafrepræsentationer	 af	 de	 matematiserede	 ordninger)	 med	 de	 to	 beskrevne	
aflønningsordninger,	 med	 henblik	 på	 at	 afgøre	 hvilket	 (om	 noget)	 af	 de	 fire	 modelpar	 der	
(bedst)	modsvarer	de	beskrevne	ordninger.	Uanset	om	matematiseringen	er	sket	formelt	eller	
kvalitativt,	 er	 det	 kun	 modellerne	 bag	 C	 og	 D	 der	 giver	 en	 korrekt	 repræsentation	 af	 ZPs	
aflønningsordning.	På	tilsvarende	måde	er	det	kun	modellerne	bag	A	og	C	der	giver	en	korrekt	
repræsentation	af	ZTs	ordning.	I	alt	er	det	kun	figur	C	der	korrekt	repræsenterer	både	ZP	og	
ZT.		
	
Denne	opgaves	kerne	er	validering	af	de	fire	modelpar.	Eftersom	valideringen	forudsætter	
formel	 eller	 kvalitativ	 matematisering,	 som	 ovenfor,	 indgår	 også	 matematiseringen	 i	
opgavens	kerne,	men	i	en	afledet	rolle	som	hjælpetrop	for	valideringen.	
	
Spørgsmål 10 
Forord:	 Denne	 opgave	 minder	 strukturelt	 set	 om	 den	 foregående,	 idet	 opgaveløseren	 skal	
vælge	mellem	 fire	 grafiske	 repræsentationer	 af	 foreslåede	kvalitative	modeller	der	hver	 for	
sig	skal	indfange	fodhøjden	som	funktion	af	tiden	i	en	gyngetur,	hvor	man	forsøger	at	komme	
højere	og	højere.	
Præmatematisering:	 Der	 er	 allerede	 set	 væk	 fra	 mange	 ting:	 gyngens	 placering	 og	
dimensioner,	 herunder	 højden	 over	 jorden;	 tidsforløbet;	 og	 frem	 for	 alt	 de	 skiftende	
benstillinger	hos	gyngeren	som	er	nødvendige	for	at	få	gyngen	højere	og	højere	op.	Det	er	kun	
forløbet	 op	mod	 stadig	 større	 gyngehøjde	 der	 søges	 indfanget,	 ikke	 forløbet	 ned	mod	 stop.	
Idealiseringen	er	altså	ganske	vidtgående.	Ikke	desto	mindre	skal	modelbygningen	finde	sted	
under	inddragelse	af	betydelig	viden	om,	hvordan	er	gyngeforløb	udspiller	sig	i	virkeligheden.		
Matematisering:	Under	en	gyngetur	har	fødderne	forskellige	højder	over	jorden,	alt	efter	hvor	
personen	er	i	et	sving.	Den	søgte	funktion	må	altså	udvise	oscillationer.	Hver	gang	man	under	
en	gyngetur	når	gyngens	laveste	position	–	som	man	også	indtager	ved	starten	–	har	(antager	
vi)	fødderne	den	samme	positive	højde	over	jorden.	Eftersom	gyngen	når	højere	og	højere,	må	
oscillationernes	lokale	maksima	blive	større	og	større.	
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Matematisk	problemløsning	og	afmatematisering	optræder	ikke,	eftersom	der	ikke	skal	drages	
matematiske	konklusioner	og	udføres	fortolkninger	af	disse	for	gyngevirkeligheden	
Opgavens	kerne	er	valideringen	 og	den	kvalitative	modellering	der	 skal	 til	 for	 at	 foretage	
den.	 Vi	 lægger	 ud	 med	 straks	 at	 kassere	 graf	 C,	 eftersom	 der	 ikke	 her	 er	 tale	 om	 én	
matematisk	model.	Havde	vi	kun	haft	én	af	buerne	 (og	havde	set	væk	 fra	at	de	alle	har	 lidt	
modløb	i	endepunkterne),	kunne	det	med	nogen	god	vilje	være	kommet	på	tale	at	tænke	på	
den	som	en	graf	 for	et	 forløb	mellem	to	 lokale	maksima.	Den	ville	så	 ikke	have	 indfanget	at	
gyngen	øgede	sin	højde	med	tiden.	Med	henvisning	til	de	nødvendige	kvalitative	egenskaber	
ved	modellen	som	vi	fandt	under	matematiseringen,	kan	vi	derefter	konstatere,	at	graf	D	ikke	
kan	komme	på	tale.	Kun	graferne	A	og	B	udviser	de	krævede	oscillationer,	og	af	disse	udviser	
kun	graf	A	voksende	lokale	maksima.	Kun	modellen	i	graf	A	repræsenterer	i	tilfredsstillende	
grad	de	anførte	oplysninger	og	krav.	
 
Spørgsmål 11 
Præmatematiseringen	 er	næsten	 fuldført	 alene	derved	at	der	 tales	om	en	 ”terning”,	 som	pr.	
automatik	 giver	 anledning	 til	 en	 bestemt	 geometrisk	 model.	 Der	 burde	 i	 øvrigt	 have	 stået	
”kanter”	 i	 stedet	 for	 ”sider”,	 men	 det	 giver	 næppe	 anledning	 til	 misforståelser.	 Det	 er	 dog	
nødvendigt	 yderligere	 at	 gøre	 den	 forudsætning	 at	 den	 nye	 terning	 er	 af	 samme	materiale	
som	 den	 gamle	 (det	 burde	 der	 også	 have	 stået),	 og	 at	 massetætheden	 (densiteten)	 er	
homogen,	altså	den	samme	for	enhver	(nok	så	lille)	del	af	terningen.		
Matematisering:	Vi	antager,	at	forholdet	mellem	vægt	M	og	volumen	V	af	den	store	terning	er	
det	 samme	som	 for	den	 lille	 terning,	m/v.	Vi	matematiserer	 så	den	store	 ternings	vægt	ved	
M/V	=	m/v,	dvs.,	M	=	(m/v)V.	
Matematisk	problemløsning:	Den	lille	ternings	volumen	er	v	=	23,	mens	m	var	opgivet	til	4,8.	
Da	den	store	ternings	kantlængder	alle	er	dobbelt	så	store	som	den	lilles	er	V	=	23v	=	82.	Ergo	
er	M	=(4,8/8)∙82	=4,8∙8	=	38,4.	
Afmatematisering:	Den	matematiske	problemløsning	foregik	med	rene	tal.	Vi	skal	blot	tilføje	
enheder	for	at	få	oversat	svaret	til	virkelighedsdomænet:	38,4g.	
Validering:	Det	er	 ikke	muligt	at	 foretage	en	yderligere	validering	af	modellen	inden	for	den	
foreliggende	ramme,	eftersom	den	 følger	med	nødvendighed	af	de	gjorte	 forudsætninger	og	
antagelser.	En	 ”real‐world”‐validering	ville	kræve	eksperimenter	med	 faktiske	 træterninger,	
og	ville	i	realiteten	udfordre	de	gjorte	forudsætninger	og	antagelser:	at	der	virkelig	er	tale	om	
to	terninger,	at	de	er	gjort	af	det	samme	træ,	og	at	densiteten	er	homogen.	
Kernen	 i	 opgaven	 ligger	 samspillet	 mellem	 matematisering	 og	 matematisk	
problemløsning.	
	
Spørgsmål 12 
Forord:	Der	er	tale	om	to	forskellige	(præskriptive)	matematiske	modeller,	en	”gammel”	og	en	
”ny”,	hvor	man	skal	fastlægge	en	bestemt	konsekvens	af	overgang	fra	den	gamle	model	til	den	
nye.	Det	 betyder,	 at	hverken	præmatematisering,	 egen	matematisering	 eller	validering	 er	 på	
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færde	her.	(Skulle	man	have	taget	stilling	til	avisens	påstand,	havde	der	været	mange	flere	ting	
på	færde.)	
Matematisk	problemløsning:	De	to	modeller	er	begge	er	matematiseret	som	lineære	funktioner	
(med	 hjertefrekvensen	 som	 funktion	 af	 alder),	 begge	 med	 negativ	 hældningskoefficient.	
Eftersom	hældningskoeffecienterne	 er	 forskellige,	 har	 de	 to	 grafer	 netop	 ét	 skæringspunkt,	
som	bestemmes	af	 ligningen	220	–	 ”alder”	=	208	 ‐	0,7	 ∙	 ”alder”.	Ved	omordning	 fås,	 at	0,3	 ∙	
”alder”	=	12,	dvs.	den	søgte	”skæringsalder”	er	 lig	40.	Det	konstateres,	at	 for	”alder”	>	40	er	
funktionsværdierne	for	den	nye	funktion	større	end	for	den	gamle.	
Afmatematiseringen	består	dels	banalt	i	at	tilføje	enheden	”år”	til	alder,	dels	i	at	oversætte	det	
forhold	 at	 funktionsværdien	 efter	40	 er	 større	 ved	den	nye	 forskrift	 end	ved	den	 gamle,	 til	
konklusionen	 at	 den	 anbefalede	 maksimale	 hjertefrekvens	 øges	 for	 personer	 over	 40	 år.	
(Afmatematiseringen	 fortæller	 så	 tillige,	 ved	 at	 sammenholde	 med	 avisomtalen	 af	
”overgangalderen”,	at	folk	over	40	år	er	at	opfatte	som	ældre.	Tag	den,	matematikvejleder!)	
Denne	 opgaves	 kerne	 ligger	 i	 den	 matematiske	 problemløsning	 i	 kombination	 med	
afmatematiseringen.	
	
Spørgsmål 13 
Præmatematisering:	Består	i	at	signalordene	”kørte	en	tur”,	”pludselig”,	”bremsede	hårdt	op”,	
”undgik	at	ramme”,	”køre	hjem	igen”,	og	”hvad	var	klokken?”	alle	giver	input	til	modellen	og	
dens	fortolkning.	
Matematiseringen	er	foretaget	i	form	af	en	fart/tid‐graf	der	repræsenterer	en	stykkevis	lineær	
funktion	af	bilens	fart	som	funktion	af	tiden	i	et	vist	interval.	
Matematisk	problemløsning	er	ikke	på	tapetet	her.	
Afmatematiseringen	 af	modellen	er	opgavens	kerne.	Den	består	 i	 at	 afkode	de	 respektive	
knækpunkter	 og	 graflinjestykker	 i	 forhold	 til	 opgavehistorien.	 Med	 hensyn	 til	 det	 stillede	
spørgsmål	skal	vi	lokalisere	det	tidspunkt,	hvor	Kelly	bremser	hårdt	op.	Det	ligger	hvor	farten	
begynder	at	 falder	hastigt,	dvs.	grafen	har	et	stejlt	stykke	med	negativ	hældningskoefficient.	
Dette	tidspunkt	ligger,	ved	aflæsning	af	inddelingen,	kl.	9:06,	hvilket	er	svaret	på	spørgsmålet.		
Validering	af	modellen	er	ikke	en	del	af	problemstillingen.	Man	kan	dog	aflæse	at	Kelly	undgik	
katten	i	det	forhold	at	hendes	opbremsning	ikke	bragte	farten	ned	til	0,	hvad	en	påkørsel	ville	
have	 gjort.	 Ved	 at	 udvide	 perspektivet	 kan	 man	 dog	 let	 problematisere	 fx	 det	 forhold,	 at	
funktionen	 ikke	 er	 differentiabel	 i	 delingspunkterne	 mellem	 de	 lineære	 bidder.	 Skulle	 det	
passe,	 måtte	 Kellys	 bil	 være	 af	 en	 særlig	 beskaffenhed.	 Modellen	må	 altså	 betragtes	 til	 en	
pragmatisk	 tilnærmelse	 til	 en	 mere	 realistisk	 model.	 Men	 det	 indgår	 som	 sagt	 ikke	 i	
problemstillingen.	
	
